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OBJETIVO DE LA ASIGNATURA

Objetivo General

Entender los resultados mas importantes de la teoria de la medida e integracion de Lebesgue y estara
capacitado para aplicar esta importante herramienta del analisis a otras ramas de la matematica.

Objetivos Especificos:
. Comprender nociones basicas de familias de conjuntos, clases de conjuntos y funciones definidas
sobre clases de conjuntos.

Definir una medida y estudiar sus propiedades.
. Comprender las diferentes etapas en la construccién de la medida de Lebesgue y el papel de la o-
aditividad en este esquema.

. Identificar las diferentes etapas en el proceso de extension con el que se construye la Integral de
Lebesgue a partir de la medida de Lebesgue.

. Comprender la importancia de la integral de Lebesgue y sus propiedades, para aplicar los teoremas
centrales de convergencia en el marco de la teoria de integracion de Lebesgue.




6. Aplicar los conceptos adquiridos previamente para iniciar el de la teoria de integracién, en el marco de
espacios de funciones mas generales.

CONTENIDO PROGRAMATICO TEORICO

TEMA 1 Generalidades y conceptos previos. (12 horas)

Limite superior e inferior de sucesiones de numeros. Funciones y familias de conjuntos. Funcidn
indicatriz o indicador de un conjunto. Propiedades. Clases de subconjuntos de un conjunto dado:
semi-anillo, semi-algebra, o-algebra, o-anillo, clase monétona. La o-algebra de Borel enR y R",
diversas familias de generadores. Funciones definidas en clases de subconjuntos. Definicién de
medida. Propiedades. Ejemplos sencillos: medida de contar en N, medidas de probabilidad en
conjuntos discretos (Stieljes), etc. Teorema de la clase mondtona. El conjunto y la funciéon de Cantor.

TEMA 2 La medida de Lebesgue en R (12 horas)

Construccion de la medida de Lebesgue a partir de la funcidn longitud de un intervalo. Medida exterior
de Lebesgue. Las o-algebras de Borel y Lebesgue. Unicidad de la medida de Lebesgue (usando
teorema de la clase monotona). Propiedades de la medida de Lebesgue: regularidad, diversos tipos de
aproximaciones, invariancia por traslaciones. Medida de Lebesgue del conjunto de Cantor. Ejemplo de
conjunto no medible. Las medidas de Stieltjes en R, propiedades. Medidas asociadas a funciones
continuas y discontinuas.

TEMA 3 Funciones medibles (12 horas)

Funciones medibles de R en R. Diversas caracterizaciones. Propiedades, ejemplos, Funciones simples.
Funciones en escalera. Aproximaciones de funciones medibles por funciones simples y por funciones
en escalera. Funciones continuas.

TEMA 4 La Integral de Lebesgue en R (12 horas)

Repaso de la integral de Riemann. Caracterizacién de funciones integrables de Riemann. Integral de
Lebesgue de funciones simples, medibles positivas y medibles. Teoremas de intercambio de limites
con integrales: teorema de la convergencia mondtona. Lema de Fatou. Teorema de la convergencia
dominada. Ejemplos y aplicaciones. Teoremas de aproximacidon de funciones integrables por simples,
en escalera y continuas. Intercambio de derivadas con integrales. Comparacion entre las integrales de
Riemann y Lebesgue. Integrales impropias de Riemann e integral de Lebesgue. Integracién con
respecto a medidas de Stieltjes. Ejemplos.

TEMA 5 Diferenciacion e Integracion (8 horas)

Diferenciacién de funciones mondtonas. Funciones de variacién acotada. Diferenciacion de la integral
indefinida. Continuidad absoluta. Formulas de cambio de variable e integracién por partes.
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TEMA 6 Medida e integracion de Lebesgue en R" (10 horas)

R™ como espacio producto, o-algebra de Borel en R™.
Funciones medibles f: R™ —» R. Secciones de conjuntos y funciones medibles. Medida de Lebesgue
en R™. Construccion a partir de la nocidon de volumen. Teoremas de Fubini y Tonelli.

TEMA 7 Diversos Tipos de Convergencia y Espacios L?. (10 horas)

Convergencia puntual en casi todas partes, uniforme y casi uniforme. Convergencia en medida. Los
espacios L? (R™) y lp (LP en N con medida de contar). Desigualdades de Holder y Minkoswshi.
Convergencia en norma p. Relacion entre los diversos tipos de convergencia.

TEMA 8 Introduccion a la integracion en espacios generales (8 horas)

Funciones reales medibles en un espacio (X, F). Integral con respecto a una medida p en (X, F).

Teoremas de convergencia: convergencia mondtona. Lema de Fatou. Convergencia dominada.
Medidas signadas. Teoremas de descomposicion de Hahn-Jordan. Teorema de Radon- Nikodym.

ESTRATEGIAS DE ENSENANZA

Centradas en el Docente: desarrollando conferencias y clases unidireccionales, orientadas a
incentivar la resolucion de problemas.

Centradas en el alumno: El alumno sera el responsable de su propio aprendizaje, seleccionara tanto
los medios como el tiempo requerido para el estudio, realizard trabajo de investigacion, lecturas
dirigidas, talleres y la resolucién de problemas.

ESTRATEGIAS DE EVALUACION

Se recomienda al profesor evaluar por separado cada una de las unidades del curso, tomando
en cuenta los siguientes criterios e instrumentos: Evaluacion escrita de cada dos o tres temas (en los
cuales se tomara en cuenta el procedimiento que el alumno ha seguido para obtener sus resultados),
participacion en talleres de ejercicios y en las discusiones de clase, enfatizando el desarrollo de
habilidades para realizar demostraciones de caracter deductivo y constructivo.

BIBLIOGRAFIA RECOMENDADA

Betz, C. Introduccién a la teoria de la medida e integracion.
Royden, H. L. Real Analysis.
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