iAnéIisis Numerico

Tema # 2: Ceros de funciones



‘_L Preliminares

Sucesion: Es una funcidon cuyo dominio son todos los
f natureles, se denomina sucesion (secuencia)
infinita. El término f(n) se denomina término
n-ésimo
= @), f(2),f(@3),..., f(n)
= {f(n)}
s 5 « Simple: T, f,, f,,..., T
. { fn }
si f,, f,,f,,..., f seaproximaa | cuando naumenta,

se dice que la sucesion converge a L

Limf.=L

nN—o0
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i Preliminares “ ’J
= Sucesion creciente:  f < f . Vn>1 .
n n+l
fn
= Sucesion decreciente: f, > f ., Vn=>1 \\fQ
! | >
n n+l

= Monotona: Si es creciente o decreciente

= Acotada: wn>1:34>0: ‘ fn‘ < y (tiene techo o piso)

Una sucesion monotona converge si y solo si
es acotada
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‘_L Preliminares

Sea {x_} una sucesion tal que
Ordenes de convergencia Limx, =x
Al menos lineal: Si existe una constante kK <1y un entero N tal que
Xops — % S KX, =% ¥nxN

Superlineal: Si existe una sucesion {gn } convergente a cero y un
entero N tal que

Xoys —%| S &%, — %] ¥YN=N
Al menos cuadratica: Si existe una constante k y un entero N tal que
2
X — %] <K|x, —%]" ¥n=N
Al menos orden ¢: Si existen dos constantes (¢ vy k y un enteroN tal
ue a
g Xois — % SK[X, —=%]" ¥nx=N
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‘_L Problema: Cero de funciones

Dada f :R—IRno lineal hallarx, tal quef (x,) =0

Condicionamiento

Dado X
¢ Si ‘)A(— X.| ~ Oentonces X = X. ? |« Si | (X)| ~ 0 entonces R ~ X, ?
Error absoluto Residual

Bien Mal
condicionado copdicionado

T —

f (X)| ~ 0 pero |X—X.

N ~( ) # 0

f(X)=0 vy [R—x.
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‘_L Problema: Cero de funciones

Dada f :R—IRno lineal hallarx, tal quef (x,) =0

e Método de biseccion
e Método de Newton y de secante
e Jteraciones de punto fijo
e Caso multivariable:
e Método de Newton
e Método de Broyden
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‘_L Biseccion

El punto amarillo es un cero de la funcion
Observe que f(ay)*f(by) < 0
Cp €s el punto medio entre a, y b,
Observe que f(ay)*f(cy) < 0 y de f(by)*f(c,) >0

f(ag)

e Laraizesta ala
derecha de ¢,

e El punto ¢, esta mas
| cercano a la raiz!!
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‘_L Biseccion

Zoom del intervalo [a, ¢y]:=[a; b;]

A

c, es el punto medio entre a, y b,

f(a;)

Observe que f(a,)*f(c;) > 0 y de f(b,)*f(c,) <0

.f(cl)

| cercano a la raiz!!

e La raiz esta a la
izquierda de ¢,

e El punto c, esta mas
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‘_L Biseccion

Zoom del intervalo [¢; by]:=[a, b,]

A

C, es el punto medio entre a, y b,

Observe que f(a,)*f(c,) < 0 y de f(b,)*f(c,) >0

| cercano a la raiz!!

e La raiz esta a la
derecha de ¢,

e El punto ¢, esta mas
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i Biseccion

Proceso completo

A

f(ap)

. f(c,)

Los valores c. se acercan a la raiz




i Biseccion

biseccion.?1

s
aOL ‘ Jbo
al bl

a, b,

a, b,
a,<a, <a,<---<h, b,=b >b,>--->a,

1

il Gpg = E(bn _an) = bn+1 —a, = 2_1n(b0 —ao)
r—c,
C "}E 1 1 1
C r Jo,
n N — \r—cn\ga\bn—an\sﬁ\bo—ao\
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‘_L Biseccion

TEOREMA: Si |ay,b,] [a,b]...,]a,,b | denotan los
intervalos en el método de biseccion, entonces los limites

Lim a, Y Lim b, existen, son iguales y representan un cero

N—0o0 nN—oo

de f.Sir=Limc_ Y c, =1(a,+b,) entonces

N—o0

1
by —ay)

n+1

r—c,|<
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i Biseccion

&éuéntas iteraciones deben ha_cerse (ml'nimo) para lograr que

=G| <tol ?

Error relativo | I |

Se sabe que

1 |r—c| _|r-c)
e refa,,b]=r>a, :>F<a_:> r < )
. \V—Cn\ Sﬁ\bo _ao‘ (del tecgrema) ’
Por tanto K 1 ]
ool ol 1Thoa) |y K <10l =10,(2"7K) <log, tol)

< S n+1
el 2yl — n>log, (K)-log, (tol) 1
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La recta roja es la tangente a f en f(x,)

En X; (punto rojo) la recta roja corta la eje X

La recta verde es la tangente a f en f(x,)

En X, (punto verde) la recta verde corta la eje X

Convergencia al cero de la funcion!!
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i Newton

funcion

En general conviene ver las rectas como aproximaciones lineales a la

Taylor alrededor de C

f(x) =T () + F Q) X—0)+ F(X)
1) = f(C) + F'(C)(X=C)

recta

(X=¢)
2

+...

I(

c)= f(c)

I'(c) = f ()

Sea X, cercano a la raiz de la funcion

Algoritmo 1 Método de Newton

i: Dado x, € R
1(x) = f(X,)+ f (X )(X=X,) 2 forn=01.... do
f (Xn) 3: Tpnil = Tp — ;f((i”))
I(Xn+1) =0= Xn+1 AT £ end for .

' (x)
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‘_h Newton

Algoritmo 1 Método de Newton

1: Dado g € R
2: forn=0,1,..., do
f(m'ﬂ.)
3: T, = Iy —
1‘—|—1 1 ff(fr-&)
4: end for

= Paso 1: Resolver (variable P,)

F'(X) P, =—T(X,) | Algoritmo 2 Método de Newton
1: Dado zg € R
2. forn=0,1.... do

= Paso 2:
X +1:Xn+ pn

n _J'} j.f(i:”)p” — _f.(‘l'.i".!\:l [> PELI‘& pn
4- Lyl = Iy + Pn
F

5 end for
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‘_L Newton

TEOREMA: Sea f ''continua y y un cero simple de f .Hay

una vecindad de ry una constante ¢ tales que si el
método de Newton se inicia en esa vecindad, los iterados
generados por dicho método convergen a r y satisfacen

X, =1 <Clx,—1|* ¥Yn=0

n+1

Conjunto Convexo. Un conjunto () es convexo Si

VX, Yy e Q:[ox+(1—a)y € Q], para todo o [0,1]
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A Newton

Funcion Convexa: Sea f : () —> R. f €S convexa, Si () €s convexo y

f(ax+(Q-—a)y)<add (X)+1—a) f(y)
paratodo X,y eQ VY ¢ e [0,1].

||L(a) =af(x)+(1—a)f(y) cona e [0.]]

S (x)

s

L(ex,)

S

yAGY)

X

ax+(l—a)y cona [0,1]

Ly

I
I
I
|
|
I
I
I
|
|
I
I
I
|
I
|
I
I
I
I
|
.
Y

flax+1-a)n = )| < L@)=a,f(®)+1-a)f ()
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‘_L Newton

TEOREMA: Si f e C*[a,b]y ademas es creciente, convexa y
tiene un cero, entonces el cero es unico y la iteracion de
Newton convergera a dicho cero desde cualquier iterado
inicial
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La recta roja es la secante a f en f(X,) y f(x4)

En X, (punto rojo) la recta roja corta la eje X

La recta verde es la secante a f en f(x;) y en f(x,)

En X5 (punto verde) la recta verde corta la eje X

Convergencia al cero de la funcion!!
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‘_L Secante

DESVENTAJA DE NEWTON: Requiere de la derivada de la funcion!!

Derivada | '(x) = Lim f(x+hr)]‘f(x) Fr(x )~ f(X;)—)‘:(Xn_l)
h=e n  “‘n-1

Sean X,y X cercanos a la raiz de la funcion

Algoritmo 3 Meétodo de la Secante

f (Xn) — f (an):| 1: Dados xg, 21 € R

— 2: forn=1,..., do
(X—X.) eee s

9. T =z, — . ;f_:,i.,. . Iy, — ;L:I.i—l
3: n+41 f( J [f(;.[.'n) —_ jLIH—l):|

1(x) = f(xn)J{

n n-1

4: end for

I(Xn+1) = O — Xn+1 — Xn T f (Xn)|: f (Xxg : );n(_; ):|
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i Secante

funcion

En general conviene ver las rectas como aproximaciones lineales a la

Newton
Sea X, cercano a la raiz

1(X) = T(X,)+ T°(X,)(X=x,)

Secante
Sea X, cercano a la raiz

m(x) = f(x,)+a/(X—X,)

n

1(%,) = T(X,)

_ _ .y T(x)
|(X) =0= X=X £ (x)

m(x,) = T(x,)| &, = T'(x,)

M(X.1) =0 =X,y = X, —

n+

T (%)

a

n
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‘_L Secante

Secante

m(x) = f(x,)+Ha/(X—X

n

n R 4 ?
¢Quien es A

La recta es Secante, por tanto se elige tal que

m(xn—l) — f (Xn—l) — f (Xn—l) — f (Xn) T an (Xn—l - Xn)

Ecuacion de la Secante | = @, (X, —X,) = T(X, 1) — T(X,)

_ f (Xn—l) — 1 (Xn)

n
Xn—l B Xn

—>|d
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i Secante

Algoritmo 1 Método de Newton Algoritmo 3 Método de la Secante
1: Dado zp € R 1: Dados xp, 1 € R
2: forn=0,1,..., do 2. forn=1,...,do
f(:l"ﬂ) . { Ly =y ]
3: Lpyl1 = Tp — 3: Lnyl = &n — (3'511 . -
" flxy) " e flan) = flan1)
4: end for 4: end for
Algoritmo 2 Método de Newton Algoritmo 4 Método de la Secante
1: Dado 2z € R 1: Dados zg. 7, € R
2: forn=0,1...,do 2: pg =T — Ty
3: :fI{T?:!)pu — _f(irn) > Para P 3 Yo = f{irl) - f(ID)
4 Tpnil = Tn + Pn 4: forn=1,...,. do
5. ¢nd for 5: AnPn—1 = Yn—1 > Para a,
6: AnPn = _f[:i‘ra) < > Para P
T: Tpt1 = Iy +p?z
8 Yn = f Tn+t1) f(i‘r.-;]
9: end for

A\ 4
A

.= F(x,)p,
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‘_L Secante

TEOREMA: Sea f ''continua y y un cero simple de f .Hay
una vecindad de ry una constante ¢ tales que si el
método de la Secante se inicia en esa vecindad, los
iterados generados por dicho método convergenar y
satisfacen

Xy = | SClX, =[x, —1] ¥n=x1

n+1

6|~ A 9% con | 1)

(-1++/5)/2
.

(—1+ \@) /2=1.62 < 2= Convergencia superlineal
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‘_L Tipo Secante

F(X,)
Ay

= Secante: a. = (%) — T (X0)

n

X ., =X —

n+

a, ~f'(x))

Para n > 1y dados X,, X,

Xn = X4
f(x,+ f(x,))— f(x
= Sttefenson: a, = (%, (X)) = T (%o4) Paran >1y dadoX,
T (%)
f(x,)— f(X,
= Regula Falsi: a, = ( n) ( n) ParanZly dados Xy, X;
X, — X,

donde N’es el maximo indice menor N que tal que
f(x,)f(x,)<0
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i Requla Falsi

Convergencia lineal!!
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j [teraciones de punto fijo

Sea g :R—>R. Se dice que r es punto fijode g si g(r)=r

Si I' es punto fijo de 9

f(X) = x—g(x) i f(r>l=o 7

Xk+1 — g (Xk )

1 I
X3 r
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‘_L [teraciones de punto fijo

Observaciones

= El resultado de evaluar  debe ser un punto en el dominio
de 0

0(0)=@B-%)/x [9@)=0 [g(0)=w
g:[a,b]—[a,b]

= Criterio posible de parada (en este contexto)

‘Xk—l - Xk‘
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‘_L [teraciones de punto fijo
. . V=X

g1(x) = Xx* —
g,(X) =vX+2

93(X) :1+A

2
94(X) =X +%X—l

Elaborado por Prof. Marlliny Monsalve



‘L [teraciones de punto fijo

gl(x) =Xx*—2

s = ¥ 2
Y=

| | | | | | | | | |
2 21 22 23 24 25 28 27 2@ 28 3

f(x):)(z—)(—z Raices 2 y -1
r=2
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‘L [teraciones de punto fijo

0,(X) =vXx+2
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‘_L [teraciones de punto fijo
N ] [Y=X

¥

261

¥l | 195(x) =1+%

21

181

161

141

121

1 1 | 1 1 1 1 1 1 1
1 12 1.4 1.6 1.8 2 22 24 26 28 3

f(x):)(z—)(—z Raices 2 y -1
r=2
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‘_L [teraciones de punto fijo
. - V=X
94(X):X2+%X_1

28}

281

24F

221

2+

181

16F

1.4+

12F

1

1 | 1 1 1 | 1 1 1
1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 22 24 2B 28 3

f(x) X% — X — 2 Raices2y -1
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‘_L [teraciones de punto fijo

Funcion Contractiva.: g es contractiva si existe g« 4 <1tal
que |g(x)—g(y)|<Ax—y| Vvx,y en el dominio deg

TEOREMA (Convergencia): Sea g :[a,b] —[a,b] una
funcidn contractiva. Entonces g tiene un unico punto fijo r.

Mas aln toda secuencia {x, },.,generada por X, ., = g(x,)
converge a I desde cualquier iterado inicial . Ademas
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‘_L [teraciones de punto fijo

TEOREMA (Convergencia local): Sea g :[a,b] —[a,b]
Suponga que r es un punto fijo de g en [a,b]y asuma

que  tiene derivada continua alrededor de r con |g'(x.)| <1

Entonces la secuencia {x, |,.,generada por x, , = g(x,)
converge a I si X, esta suficientemente cerca de r
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‘_L [teraciones de punto fijo

TEOREMA (Velocidad): Bajo las hipotesis del Teorema
anterior y si ademas g € C"™en una vecindad de r y
(i)(r) _pooni<i<ny g(””)(r) + (0 entonces la
iteracion de punto fijo x_, = g(x,) tiene orden de

convergencia n+1y ademas

e/ 90
|k__l)lll - ‘ek‘(nﬂ)_ (I’]—I—l)!

Convergencia al menos (n+1)!!
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