UNIVERSIDAD CENTRAL DE VENEZUELA
FACULTAD DE CIENCIAS
ESCUELA DE MATEMATICA

Algunas Ideas de Aceleracion del

Método de Proyecciones Alternantes

Trabajo Especial de Grado presenta-
do ante la ilustre Universidad Central
de Venezuela por el Br. Gledys Sul-
baran para optar al titulo de Licen-

clada en Matematica.

Tutores: Prof. Luis Manuel Her-

nandez y Prof René Escalante

Caracas, Venezuela

Abril 2008



Nosotros, los abajo firmantes, designados por la Universidad Central de Venezuela co-
mo integrantes del Jurado Examinador del Trabajo Especial de Grado titulado “Algunas
ideas de Aceleracién del Método de Proyecciones Alternantes”, presentado por
la Br. Gledys Sulbaran, titular de la Cédula de Identidad 17.313.160, certificamos
que este trabajo cumple con los requisitos exigidos por nuestra Magna Casa de Estudios

para optar al titulo de Licenciada en Matematica.

Prof. Luis Manuel Hernandez.

Tutor

Prof. René Escalante.

Tutor

Prof. Francisco Tovar.

Jurado

Prof. José Luis Sanchez.

Jurado



Dedicatorias

A mi madre, ella me da las fuerzas para

seguir estudiando.

A mi hermana Glendy y a mi novio Anthony



Agradecimientos

A Dios por darme salud y fuerzas para levantarme cuando estoy decaida.

A mi tutores, el profesor Luis Manuel Hernandez y el profesor René Escalante por toda
la atencién, la paciencia y el conocimiento que siempre me brindaron. Muchas gracias
por creer en mi.

A mi madre Gladys Goyo, por estar a mi lado en todo momento, por levantarse
temprano todos los dias para tener todo listo, por tanta dedicacién, por ser mas que una
madre, es mi mejor amiga.

A mi hermanita Glendy por apoyarme y ayudarme cuando la necesito.

A mi tio Orlando Goyo, por ser el mejor tio del mundo y estar siempre pendiente de

A mi novio Anthony (Mi pollito) por su eterna paciencia y comprensién, por su amor
incondicional que cada dia me das, llenandome de alegrias.

A mis amigos Gisell Marcano y Freddy Hernandez, por todas las noches que compar-
timos estudiando, a Gisell por explicarme cuando no entendia nada y a Freddy por su
alegria y ocurrencias que siempre me hacen reir.

A todos y a cada uno de mis companeros: Alejandra Ruiz y Andrés Contreras por
ayudarme cuando estaba en el hospital, no olvidaré ese detalle que tuvieron. A Nelson
y Julio los primeros amigos que conoci en la universidad, a Mariolys y Adolfo por estar

siempre dispuestos ayudarme via internet. a Lili y Adelis por contagiarme sus risas.



Indice general

Introduccion

1. Preliminares

1.1.
1.2.
1.3.

Espacio de Hilbert . . . . . . . . .. ..o
Operadores en Espacio de Hilbert . . . . . . . .. ... ... ... ....

Angulo entre Subespacios . . .. .. ..o

2. El Método de Proyecciones Alternantes

2.1.
2.2.

2.3.

2.4.

2.5.
2.6.

Introduccion . . . . . ..o
Proyecciones Alternantes . . . . . . . .. ... L
2.2.1. Algoritmo MAP . . . . . . . ...
Velocidad de Convergencia . . . . . . . . ... . ... ... . .......
2.3.1. Velocidad de Convergencia para Proyecciones Alternantes . . . . .
Aceleracion del Método MAP . . . . . . .. ..o
El Método de Kaczmarz . . . . . . . . . . . . ... .. ... ... .. ..

Areas de Aplicacion . . . . . . ..

3. Métodos tipo Gradiente

3.1.

3.2.
3.3.

Introduccidn . . . . . . .
3.1.1. Direcciones de Descenso . . . . . . . . . . ... ...
Método de Cauchy . . . . . . . . ... ...

Barzilai-Borweln . . . . . . L

S RS T T

11
11
11
14
16
16
18
19
21



3.4. Método del Gradiente Espectral . . . . . . ... ... ... ... .....

3.4.1. Caso Cuadratico . . . . . .. .. .. ...
3.5. Método Gradiente Proyectado . . . . . . . .. ... ...
3.6. Método del Gradiente Espectral Proyectado . . . . . ... .. ... ...

4. MAP Acelerado con Optimizacion
4.1. Introduccidn . . . . . . . ..o
4.2. Preliminares . . . . . . . . . ..
4.3. El método de Von-Neumann desde el punto de vista de optimizacion . . .
4.4. Equivalencia Koshy-Gearhart con Gradiente Proyectado . . . . . . . . ..

4.5. Propuestas del tamano de paso g . . . . . . ...

5. Experimentacién Numérica
5.1. Experimentos . . . . . ...
5.1.1. Experimento 1 . . . . . .. .. ...
5.1.2. Experimento 2 . . . . . . ...
5.1.3. Experimento 3 . . . . . .. .o
5.1.4. Experimento 4 . . . . . ...
5.1.5. Experimento 5 . . . . . . . ... ...
5.1.6. Experimento 6 . . . . . . . .. ...
5.1.7. Experimento 7 . . . . . ...

6. Conclusiones y Recomendaciones

Bibliografia

26
27
28
29

31
31
31
33
33
35

37
42
43
45
47
49
o1
52
93

54

56



Introduccion

El método de proyecciones alternantes (MAP) fue propuesto en 1933 por John Von
Neumann [26], quien traté el problema de encontrar la proyeccién de un punto dado x
en un espacio de Hilbert H sobre la interseccién de dos subespacios cerrados. El método
MAP tiene variadas aplicaciones en campos como el tratamiento de imagenes, medicina,
probabilidad y estadistica, problema de Dirichlet, solucién de ecuaciones lineales. etc
[13, 16, 8, 22]. En el articulo [11] se puede encontrar un resumen de todo lo relacionado
con el MAP y sus aplicaciones y asimismo en el libro en preparacién de Escalante y

Raydan [12].

La velocidad de convergencia de este método depende del a&ngulo entre los sub-espacios
involucrados. Cuando el angulo es pequeno, el esquema iterativo propuesto por Von Neu-
mann presenta convergencia lenta. Esto significa un alto costo computacional ya que
es necesario realizar muchas iteraciones del método para conseguir una buena aproxi-
macién. Diversos esquemas han sido propuestos para acelerar el MAP, entre estos pode-

mos destacar el esquema de aceleracién propuesto por Koshy-Gearhart [15].

En este trabajo, se reinterpreta el método de proyecciones alternantes como un méto-
do tipo gradiente proyectado para cierto problema de optimizacion. Nos damos cuenta
que el método clasico MAP es equivalente al método gradiente proyectado a paso cons-

tante y que el esquema de aceleracion propuesto por Koshy-Gearhart es equivalente al
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algoritmo cléasico de gradiente proyectado. Basados en esto, proponemos otras escogen-
cias de la longitud de paso, especialmente proponemos una versién espectral del MAP
como esquema de aceleracién, con muy buenos resultados experimentales. Esta versién
estd basada en el método de Gradiente Espectral Proyectado propuesto por Raydan et
al. [3].

Finalmente, mostramos algunos resultados experimentales de calculos de proyecciones

sobre la interseccién de ciertos subespacios vectoriales de matrices.



Capitulo 1

Preliminares

El objetivo de éste capitulo es presentar algunas definiciones, teoremas y proposiciones

importantes que seran de gran utilidad para los capitulos siguientes.[12]

1.1. Espacio de Hilbert

Definicién 1.1. Sea A un espacio métrico. Decimos que A es completo cuando toda

sucesion de Cauchy converge a un punto de A.

Definicién 1.2. Un Espacio de Hilbert H, es un espacio con producto interno que es

completo con respecto a la norma dada por el producto interno.

Teorema 1.3. Sea H un espacio de Hilbert. Todo subconjunto cerrado y no vacio de H

contiene un unico elemento de norma minima.

Definicién 1.4. Dado un espacio de Hilbert H y una variedad lineal M de H, el ortogonal
de M es:
M*+={z€ H:(z,x) =0}

Para todo x € M.

Proposicion 1.5. Sean H un espacio de Hilbert y M una variedad lineal de H entonces

M~ es un subespacio cerrado de H.
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Teorema 1.6. Sea H un espacio de Hilbert y M un subespacio cerrado de H entonces

para cada x € H existe un tinico w € M y un tnico z € M+ tal que v = w + 2.

Corolario 1.7. Sean H un espacio de Hilbert y M un subespacio cerrado de H entonces
H=M+M"
donde M+ es un subespacio cerrado de H, que es ortogonal a M.

Proposicién 1.8. En un espacio de Hilbert el inico vector que es ortogonal a todos los

vectores es el vector cero

1.2. Operadores en Espacio de Hilbert

A continuacién se dan algunos conceptos basicos, este resumen estd basado en [10],
[12]. Sea H un espacio de Hilbert y sea M un subespacio cerrado de H. Denotemos por
Py el operador de Proyecciéon ortogonal sobre M. Este es un operador lineal, autoadjunto

((Pz,y) = (z, Py)) e idempotente (P? = P). Py es tal que:
| = Pu(z) ||= d(z, M)

donde d(x, M) = inf{|| v —y |,y € M}, es decir Py(x) es el punto mas cercano a x en

M. Su propiedad caracteristica es:
(x — Py(z),y) =0,Vy € M.
El Complemento ortogonal de M, denotado por M+ es:
M+ ={ycH:(x,y)=0Vorec M}

Definicién 1.9. Un operador en H es una funcion T que estd definido por algin sub-
espacio S de H y que tiene uno o mdas valores T,, en H correspondiente a cada elemento

z de S.
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Denotaremos S el dominio D(T) de T y el conjunto de todos los valores T, x € S, el

Rango R(T) de T.

Definicién 1.10. Sea T : X — Y un operador, donde X,Y son subespacios normados.

T es acotado si existe un escalar M tal que |[Tx|| < M|jz|| Vz € X.
Teorema 1.11. Un operador T es una proyeccion Pg si y solo si
(i) T es inyectiva, lineal, acotado y D(T)=H.
(i1) (Ty,y) = (x,T,) Yo,y € H.
(iii) T* =T.
Teorema 1.12.

(i) Si Uy V son proyecciones en H. Entonces una condicion suficiente y necesaria para

que UV sea una proyeccion es que UV = VU

(i) SiU = Py yV = Py (M y N son subespacios cerrados), Entonces UV = Py

1.3. Angulo entre Subespacios

Recordemos que si x, y € H, el angulo 6 entre x e y esta definido como el angulo
cuyo coseno esta dado por:
(z,y)
[l

La siguiente definicién introducido originalmente por Friedrichs en 1937, es la mas acep-

cost) =

tada en la literatura del MAP para trabajar con el angulo entre subespacios.

Definicién 1.13. (Frienrichs, 1939) [12] El dngulo 6(M, N) entre dos subespacios cer-
rados M y N de H es el dngulo en [0,7/2] cuyo coseno C(M,N) = cos (M, N) esta dado

por:

C(M,N) = sup{|(e.g)] ca € MAMAN, 2 |< 1, ye NN M)y < 1}
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Otros autores definen el dngulo (M, N) sin considerar el factor (M N N)* en la

expresion anterior.

Definicién 1.14. (Dizmier, 1947)[12] El minimo dngulo 68y(M, N) entre dos subespacios
cerrados M y N de H es el angulo en [0,7/2] cuyo coseno Co(M,N) = cosby(M, N) esta
dado por:

Co(M,N) := sup{l[(z,y)| sz € M,[| 2 [|<1, ye N[ y[<1}
Observacién 1.15. Sean M, N subespacios cerrados en H. Entonces
1. Es claro que si M NN = () ambas definiciones coinciden. .

2. Las siguientes son algunas consecuencias inmediatas de las definiciones.

a) 0 < C(M,N) < Cy(N,M) < 1.
b) C(M,N) = C(N,M) y Co(M,N) = Co(N, M).
c) C(M,N)=Co(MN(MNN):, NN (MnNN)»).

d) [z, y)| < Co(M, N)|z|lllyl| vV = € M, y € N.

Los siguientes lemas sobre proyecciones ortogonales son en su mayoria conocidos y se

pueden encontrar en [10].

Lema 1.16. Sea P un operador lineal acotado en H. Entonces P es una proyeccion

ortogonal si y solo si P> = P y P* = P.

Lema 1.17. Las siguientes afirmaciones son equivalentes
1. Py y Py conmutan: Py Py = Py Py
2. Py Pn = Pynn-
3. Py Py es una proyeccion ortogonal.

Lema 1.18. Las siguientes afirmaciones son equivalentes
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1. Py Py = Py
2. PyPy = Py
3. M C N.

En particular, ambos Py y Py conmutan con Pyan Y PrvPryny = Puny = Py Punn-
Lema 1.19. Las siguientes afirmaciones son equivalentes

1. Py; conmuta con Py.

2. Pyi conmuta con Py.

3. Py conmuta con Py .

4. Py conmuta con Py..

5 M=MNN+MnN-.
Lema 1.20. Sea M, N subespacios cerrados en H. Entonces

1. C(M,N)=Co(M,NN(MNN))=Co(MN(MNN)*L N).

2. Co(M,N) = || Py Px|| = || Par Py Pas||V/2.

3. O(M,N) = ||[PyPn — Punnl| = [[PraPn Poarany: |-
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Demostracion. de 1:

C(M,N) = Co(Mn(MNN):,Nn(MnN)*Y).
= sup{|(z.y)| :x € MN(MNAN)" 2| <1, y € M (MNN)Hly| < 1}
= sup{|<PMﬂ(MﬂN)i$aPNO(MON)lyH el <1 [yl <13
= Sup{|<P(MﬁN)J-PMx7P(MﬂN)J-PNy>| Hlzll < L[yl < 1}
(por los Lemas 1.18 y 1.19)
= sup{|{Pyx, Pawye Pyvy)| < [zl < L [lyl < 1}
(Por Lema 1.16)
= sup{|{Pu, Pyogunnyey)| = llzll < 1, flyll < 1}
(Por los Lemas 1.18 y 1.19)
= sup{[(z,y)] 2 € M, ||zl <1,y e Nn (M N)*, [lyll < 1}

= Co(M,Nn(MnN)™.
Por simetria se obtiene C(M, N) = Co(M N (M N N)*, N). Demostracién de 2

Co(M,N) = sup{[(z,y)| -z € M, |z|| <L,y € N,[ly| <1, }
= sup{|(Pyz, Pyy)| : [lz]| < 1, [lyll < 1}
= sup{[{z, PuPyy)| - ||zl < 1, [lyll < 1}

= [[PuPn].

Lo que demuestra la primera igualdad de (2). La segunda igualdad se desprende
de la primera y el hecho de que |P*P|| = ||P||?>. Para cualquier operador lineal

acotado P en H. Tomando P = Py Py, vemos que
P*P = PyyPyPnPy = Py PyPy
Y por lo tanto

Co(M,N) = ||P|| = |[P*P||'’ = [|Pas Px Par| 2.
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Demostracion de 3

C(M, N)

Co(M N (MNN):, NN (MNN)) por (2) .

HPMm(MmN)LPNm(MmN)i ”

| Prr Pivieny Py Py - |-

1 Pas Py Piagewy+ || = (| P P (I = Pare )|
como MNNCMyMnN CN.

[Py Py — Pren |-

10



Capitulo 2

El Método de Proyecciones

Alternantes

2.1. Introducciéon

El Método de Proyecciones Alternantes en su versiéon original fue desarrollado por Von
Neumann en 1933, quien traté el problema de encontrar la proyeccién de un punto dado
en un espacio de Hilbert sobre la interseccién de dos subespacios cerrados. Posteriormente
Cheney y Goldstein extendieron el analisis de Von Neumman, alternando el esquema de
proyeccion para el caso de dos espacios cerrados y convexos. Estudiaremos este caso

primero para motivar el resultado mas general. Este resumen se hace basado en [12], [9]

y [21]

2.2. Proyecciones Alternantes

Sean A y B subespacios cerrados de H. Entonces P4Pg = PgP4 siy sélo si P4Pg =
Psnp. Es decir, P4 y Pg conmutan si y solo si su composicién es también una proyec-
cién ortogonal. Von Neumann estuvo interesado en el caso que P, y Pg no conmutan,

probando el siguiente resultado:

11
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Teorema 2.1. (Von Neumann [1933]) [26] Sean A y B subespacios cerrados en un es-
pacio de Hilbert H. Entonces, para cada x € H

lim (PgPa)" () = Panp(z)

n—oo

FuFar
B

Figura 2.1: Proyecciones Alternantes

Demostracion. La prueba que daremos a continuacion es la prueba original de Von Neu-
mann [26]. Una prueba diferente puede encontrarse en F. Deutsch [9].

Sea U = Py; vy V = Py y dos sucesiones
U, VU UVUVUVU,..

Yo VUV, VUV, UVUYV,..

Sea T, el n-ésimo operador de la sucesiéon X;. Entonces (T),x, T,x) = (Trin—sT,y)

1 sim y n tienen la misma paridad

5=
0 sim y n tienen paridades opuesta
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Veamos que la sucesién {7T),} tiene limite

| Tz — Thz||* = — Tyx, Tpw — T,x) (2.1)

T2m 1, 33) <T2n—1w7$> - 2<Tm+n—5x7x>

(Tom
= (Thx, Typxy — (Tynx, Thx) — (T, Tynx) + (T, T,x)
=
<T2m 17, LE) + <T2n_1l',$> - 2<T2k_1$,$>

Puesto m +n — ¢ es siempre impar, el iltimo término de esta expresion fue reescrito, con

k enteros. Por otro lado, como
(Topr2, ) = (Tiw, Tiw) = || T
se deduce que
[ Ta2))* = (Toiaz, x).
Tiv1x es UT;x o VTx, luego
(Ti1 Tix, Tix) = (Tyiw, x)
= <Tz'+1$7Ti+1$>
= | T
< || Tiz|*.
Entonces
[Tzl < [T

Por lo tanto

<T2,L 1, §C> <T22+1$ LU>

(Thx,xy > (Tyx,x) > (Tsz,xz) > -+ > 0.

De modo que lim (Ty;_ix,z) existe y por (2.1) Se deduce que

lim |1,z — Thz|® =

m,n— 00
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En Consecuencia {T,,z} es de Cauchy, por lo tanto, 71113010 T,x existe. Llamemoslo z*.
Definimos T': H — H tal que Tx = x*, entonces D(T) = H y ademés T es inyectiva.
T es lineal (pues nhg)lo To(z — \y) = 71113)10 T,z + )\nhjgo Ty=T,+1T,)

Ademas, como

lim (Tx,T,y) = lUm (T, 1n_sz,y)

m,n—00 m,n—00

Se deduce que

(T2, Ty) = (Te, ).
Entonces T es un proyeccion Pr.
Ahora si x € M N N, entonces Ur = Vo =z, Tyx = x, y Te = x € L por lo tanto
MNONCL.
Por otro lado UTy; = Topq y Vi1 = Ty, sii — oo tenemos UT =T y VT =T (ya
que U y V son operadores continuos). Ahora, para cualquier y € H sea Ty = x € L.
Entonces, Uxr = UTy =Ty =x € My Ve = VTy =Ty = x € N. Por lo tanto
r € M NN entonces L C M N N. En consecuencia, L = M N N.
Finalmente, intercambiando U y V en la argumento anterior se sigue que X, tiene limite

T' = Pynn, entonces T = T', por lo que la prueba estd completa. Il

2.2.1. Algoritmo MAP

El Teorema de Von Neumann induce un algoritmo iterativo (Algoritmo 1) para calcu-
lar la proyeccion en la interseccién de dos subespacios cerrados, suponiendo mas sencillo
proyectar individualmente sobre cada uno de los subespacios involucrados.

La interpretacion geométrica de este método consiste en encontrar la mejor aproxi-
macién al punto x desde A N B, primero se proyecta x sobre A, el elemento que resulta
entonces se proyecta sobre B, y se contintian proyectando los resultados alternadamente
sobre Ay B. La sucesién de los elementos generados asi converge a Psp(z). La utilidad
practica de este procedimiento proviene del hecho de que, en general, resulta mucho mas
facil calcular las proyecciones sobre A o B individualmente que calcular la proyeccion

sobre AN B.
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Algoritmo 1 MAP

= Dado zg

= Paran =1,..., hasta la convergencia hacer
. To =1

. x, = PpPax,_1(= (PgPa)"x)

» FinPara

El resultado obtenido por Von Neumann fue extendido posteriormente por Halperin,

a una familia finita de subespacio cerrados.

Teorema 2.2. (Halperin 1962). Sean My, Ms, ..., M, subespacios cerrados en H y M =

T M;. Entonces

lim (PM,,PMT—I s PMQPMl)n<'I) = Pﬂ;-qlei(x)

n—oo

para cada x € H.
Demostracion. Ver [12] O

Cabe mencionar que la demostracién del teorema de Halperin requiere aplicar un
método diferente cuando k > 3 que el dado por Von Neumann para el caso k£ = 2 donde
k es el nimero de los subespacios involucrados.

En 1983 Frank Deutsch hace la generalizacion al caso de la intersecciéon de un nimero

finito de variedades lineales.

Teorema 2.3. (Deutsch, 1983 [8]) Si My, Ms, ..., M, son variedades lineales cerradas

en un espacio de Hilbert H. Entonces, para cada x € H.

lim (PMTPMr,;l e PM2PM1)”(1:) = Pﬂ::1 M; (JI)

n—oo
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2.3. Velocidad de Convergencia

La velocidad de convergencia del Método de Proyecciones Alternantes ha sido estu-
diada por varios autores, entre ellos: Smith, Solmon y Wagner [24], Kayalar y Weinert
[17] y F. Deutsh [11]. En general, la velocidad de convergencia de E1 MAP es r-lineal y

depende del angulo entre los subespacios o variedades lineales involucrados.

2.3.1. Velocidad de Convergencia para Proyecciones Alternantes
Caso dos subespacios

En el proximo teorema se demuestra que la velocidad de convergencia del Método
de Proyecciones Alternantes depende del dngulo entre los subespacios involucrados. Del
teorema tenemos que si el angulo entre los subespacios es pequeno el método se hace

lento. [9].

Teorema 2.4. (Aronszajn 1950): Sean M, y My subespacios cerrados en H y C =
C(My, Ms). Entonces, para cada x € H

I (Par, Pan)" () = Paryrasy (2) [|< C*" 7 | @ = Pagyaay () | < C2 71 | 2|
para n = 1,2,... por otra parte, la constante C*"~1 es la mds pequena posible.

En la siguiente figura se puede apreciar la dependencia del angulo en la velocidad de
convergencia para el caso de dos subespacios A y B. En el ejemplo de la figura 2.2 el
método realiza pocas iteraciones para llegar a la solucion a diferencia del ejemplo de la

figura 2.3 que converge mas lento ya que realiza mas iteraciones para llegar a la solucion

Caso n subespacios

Smith, Solmon, and Wagner(1977) obtuvieron una cota analoga en el caso de mas de

dos subespacios.
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FuFar
B

Figura 2.2: Método MAP: Angulo Grande

PaPpPar Paxr A

o
R LONTR A
\.J".-,J\I\J"nl'“ Lt ex
| [ 1y
b W 1
f'\,l 1 ey

N
g

P.'if::\P.':P.lJ'}:-HI::,'_,_. B

Figura 2.3: Método MAP: Angulo Pequeno

Teorema 2.5. (Smith, Solmon, Wagner 1977 [8]): Sean My, My, ..., My, subespacios cer-

rados en H y Sea M = NF_, M;. Entonces, para cada v € H y un entero n > 1

| (Pa Prgy - Pary )" (@) = B () [SC™ | 2]
Donde
k—1
C=[1- l_Isen2 6;]'/2
i=1
Y0, es el /fngulo entre el subespacio M; vy ﬂé?:iHAj

» Kayalar y Weinert (1988)[17] dieron una mejor cota que el teorema 2.4, pero mucho

mas complicado

» Franchetti y Light (1986) [14] demostr6 que la convergencia en el teorema 2.1 puede

ser arbitrariamente lenta si A+ B no es cerrada (es decir si el angulo entre A y B es



El Método de Proyecciones Alternantes 18

cero). Sin embargo, Gearhart y Koshy (1989) desarrollaron esquemas para acelerar
la convergencia del MAP. Dyer (1965)[7] habia descrito una técnica para acelerar

la convergencia del método de Kaczmarz.

2.4. Aceleracion del Método MAP

Anteriormente se vié que el MAP tiene una velocidad de convergencia lenta cuando
los angulos entre los subespacios involucrados son pequenos. Se presentaran una de las
técnicas de aceleracion mas utilizadas con el préoposito de encontrar la proyeccion de un
punto dado sobre la interseccién de un nimero finito de subespacios en un espacio de
Hilbert [12]. Esta aceleracién la propone Gearhart y Koshy [15].

k

Para describir la técnica de aceleracion, denotaremos a x* como la k-ésima iteracion y

Qz* el préximo iterado después de haber aplicado un ciclo de el Método de Proyecciones
Alternantes es decir Qz* = Prr P, -+ Par, Py, donde My, Mo, ..., My, son subespacios
cerrados en H. La idea es, investigar a través de la linea que une los puntos z* y Qz*,
cual es el punto mas cercano a la soluciéon Pz. Un punto en dicha linea esta representado

por:
o = 1Qa* + (1 — t)2*, para cualquier niimero real t

y denotaremos por t; el valor de t para el cual este punto es el mas cercano a P,

consecuentemente (z¥, — Pz) debe ser ortogonal a (z* — Qz*), es decir
(zF — Pr a, — Q2*) = 0. (2.2)
Ademas, puesto que Px € M y las proyecciones P; son autoadjuntas, se tiene que:
(Pz,Qxz*) = (P, ... P,Px,2") = (Px,2").
Entonces (Px,z* — Qz*) = 0 y a partir de 2.2 podemos eliminar Pz obteniendo

<xfk7 xk - ka> =0.
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Resolviendo para t; tenemos:

<xk7 xk B ka>

t. = .
ET ek = Q|

(2.3)

Y el método de la aceleracién se puede entonces describir como sigue: Dado 2° = v € H,
se calcula en cada iteracién k, Qx*, aplicando el Método de Proyecciones Alternantes,

k+1 k

luego se calcula #;, por 2.3 y se hace """ = z;, continuamente.

2.5. El Método de Kaczmarz

Este método iterativo para encontrar soluciones a los sistemas de ecuaciones lineales
es llamado el método de Kaczmarz puesto que primero fue estudiado por kaczmarz (1937).

Unas de las aplicaciones més importante que trataremos en este trabajo es resolver
el sistema de ecuaciones lineales que se estudiara a continuacion.

Consideremos el problema de resolver el sistema de ecuaciones lineales
Ax =b.

Donde A es una matriz real m x n, x € R™ y b € R™. Este problema puede ser genera-
lizado para cualquier espacio de Hilbert H, encontrando un punto (si la solucién existe)

en la interseccion de los m hiperplanos o variedades lineales cerradas, dado por:
H,={x € H: (a;,x) = b;}.

Donde a; = (a;1, a2, ..., aim) ER™, z€e R yb e Ri=1,--- k.
Encontrar una solucién de Az = b es equivalente a encontrar un punto en la ﬂle H;(x).
Para encontrar tal punto, fije un iterado inicial xq € R™ arbitrario e inductivamente se

define
ITn = (PHkPHk,1 .. PHQPHl)n(l')fﬂn,l (n:1,2,...)
Entonces el Método de Proyecciones Alternantes implica que

Tp — k H(l’o) =1%Yo-

i=1""7
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Y

Esto es; “yo” sastiface la ecuacién Ax = b, donde yo € R™ es la solucion.

Note que a; es ortogonal a H;. Mas aun si z € H;, la proyeccion sobre H; viene dada
por la siguiente expresion:
b; — <a’i7 Z>

Py.(2) =2z + T ad)

i (2

Observacién del Método de Kaczmarz
1. Por ser un método “Row-Action” trabaja solamente con una fila por cada iteracion.

2. Para matrices “Sparse” el calculo de Py . tiene un bajo costo computacional.

Siguiendo la idea del MAP, a partir de un xy € H arbitrario, un paso tipico de el

Método de Kaczmarz, puede describirse como

Tr1 = g + wi(Pp,, (v1) — a1)

Donde 0 < ¢ < wy < 2 —¢ < 2, para todo k y para un € pequeno dado. Ademsds, se
sabe que la soluciéon converge al punto més cercano, en el conjunto solucion xy. Més ain,
si el sistema tiene muchas soluciones, los iterados convergen a la solucién de la norma

minima, si 7o estd en el espacio del rango de A7,

Este método fue propuesto originalmente por Kaczmarz, quien establecié la conver-
gencia de matrices cuadradas no singulares con wy = 1 para todo k. Tanabe [25] ex-
tendio el andlisis para sistemas inconsistentes; Hernan, Lent y Luts [18] introdujeron los
parametros de relajacién. Muchos otros autores han dado generalizaciones y extensiones
del método de Kaczmarz. Mas adelante en este trabajo se mostrard una extension que

nosotros proponemos y se desarrollara para acelerar dicho método.
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2.6. Areas de Aplicaciéon

En esta seccién mencionaremos las diferentes areas de mateméticas donde el MAP
ha desempenado un papel importante. Hemos dado ya algunos detalles de cémo el MAP
se puede utilizar para solucionar ecuaciones lineales en la seccién anterior (método de
Kaczmarz) Enumeramos las diversas areas del uso del método junto con algunos de los

muchos autores que han contribuido a estos estudios.

1. Solucién de Ecuaciones Lineales. Kaczmarz[8] , Tanabe [25] , Herman, Lent

and Luts [18], Eggermont, Herman and Lent .

2. Probabilidad y Estadistica. Wiener y Masani [27] han utilizado el MAP en la
teoria lineal de la predicciéon. Burkholder y Chow [4] estudiaron cuando la conver-
gencia de la norma en Lo(u) para el MAP podria ser sustituido por la convergencia

en casi todo punto.

3. Problema de Dirichlet. Schwarz [22] Describié lo que él llamé el “Alternierende
Verfahren” (= Método alternante) para solucionar el problema de Dirichlet en una

region irregular en el plano que es la unién de regiones regulares.

4. Caélculos del Nicleo de Bergman En 1983 Skwarcsynski [23] demostré cémo
utilizar el MAP para calcular el nicleo de Bergman para los espacios de Hilbert

Ly (D).
5. Aproximacién de funciones Multivariable. Deutsch [8] .
6. Sistema de ecuaciones no lineales. Martinez [19] .

7. Restauraciéon de Imagenes René Escalante utilizé algoritmos numéricos para
el problema de restauracion de imagenes usando el Método de las Proyecciones

Alternantes. [13] .



Capitulo 3

Métodos tipo Gradiente

3.1. Introducciéon

En este capitulo introduciremos algunos métodos para resolver problemas de mini-
mizacién. Estos métodos estan basados en tomar el negativo del gradiente como direccién
de busqueda, por esa razén se les denomina métodos de tipo gradiente. En particular,
nos interesa la forma de estos métodos de minimizacién en el caso particular donde ¢ es
una funcion cuadratica. Es decir que puede ser escrita como:

1

q(z) = 2xtAx —br+ec (3.1)

donde A € R™ "™, es una matriz simétrica, los vectores x,b € R" y la constante ¢ € R.

Este capitulo estd basado en el libro [20].

3.1.1. Direcciones de Descenso

Dada una funcién continuamente diferenciable f : R®™ — R, se dice que una direccion

d € R™ es de descenso a partir de un punto x € R™ si

Vf(z)d<0.

22
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Si Vf(x) # 0 entonces x no es un minimizador y por ende en cualquier entorno alrededor

de x existe z € R™ tal que f(z) < f(x).

Lema 3.1. Sean f: R" - R, f € CY(R"), z € R" tal que Vf(x) # 0, y d € R" tal que
Vf(z)td < 0. Entonces existe @ > 0 tal que f(x + ad) < f(x) para todo o € (0, @]

Demostracion. Definamos ¢(a) = f(x + ad). Claramente ¢(0) = f(z) vy ¢'(0) =
V f(x)'d < 0. Sin embargo por definicién

a—0t o

Entonces para @ > 0 suficientemente pequerio el signo de ¢'(0) y de (¢(a) —¢(0)) es igual,
y por lo tanto (¢(a) —¢(0)) < 0 para todo a € (0,@]. En consecuencia, f(z+ad) < f(x)
para todo a € (0, @). O

Por el lema 3.1.1, se puede definir una familia muy amplia de método iterativos para

encontrar puntos minimos, cuya iteracion k viene dada por
Thy1 = T + apdy,

donde dj, es una direccion de descenso y «y, es una longitud de paso que garantiza cierto
tipo de descenso en la funcién objetivo. Diferentes formas de escoger d, y diferentes
politicas de descenso en f producen diferentes métodos.

El conjunto de direcciones de descenso a partir de un punto x es siempre no vacio, ya
que al menos podemos definir la direcciéon d = —V f(x). Mas atin, esta direccién conocida
como la direccién de gradiente negativo, es la que garantiza mas rapido descenso local
de la funcién f. En efecto, d = —V f(z)/||V f(x)]|| resuelve el problema de optimizacién:
minimizar V f(z)'d sujeto a que d € R" y ||d||* = 1.

3.2. Método de Cauchy

El método de Cauchy utiliza la direccion del gradiente negativo y longitud de paso

dada por:

ap = gl;gf(xk — Qpgr).-
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Introducimos la notacién g, = Vf(x) = Az — b, V2f(xx) = A, El método de Cauchy

aplicado en el caso en que f(x) es una cuadratica 3.1 se puede escribir como:

Tk4+1 = Tk — OkJk,

explicitamente se puede determinar que la longitud de paso a4 viene por:

g = g;tcgk
9eAgr

El algoritmo viene dado por:

Algoritmo 2 Cauchy

» Entrada: (9, A, b, M
» Salida: 0, 2(?

= Para k=0,1,2,..., M — 1 hacer

1. k) — b — Agk
'Uk 'Uk
2. tk < (f}k7:4v]2>
3. okt — gk P
. Salida: k + 1, z*+!

» FinPara

El método de minimo descenso es raramente usado en el problema 3.1 por su lentitud.

A continuacién se muestra el recorrido del método del minimo descenso en una cuadratica.
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= _—>

Figura 3.1: Interpretacién geométrica del minimo descenso

3.3. Barzilai-Borwein

Consideremos ahora la aplicacion del método del gradiente espectral al problema

general de minimizacion sin restricciones:

min f(x) (3.2)

z€R™

donde f : R™ — R. cada iteracién del método se define como:

1
Th+1 = Tk — a_gk’ (3.3)

k

donde a4, viene dado por
t

s _
ap = f;ykl, (3.4)

Sk—15k=1

donde sp_1 = X — Th—1 Y Yk—1 = Gk — Jk—1-

La direccién de busqueda es siempre la direccion de gradiente negativo, sin embargo
la longitud de paso no es la clasica asociada al método de minimo descenso, también
conocido como método de Cauchy. En efecto Barzilai y Borwein observan que esta es-
cogencia de la longitud de paso requiere mucho menos trabajo computacional y acelera
fuertemente la convergencia del método del gradiente en el caso de funciones cuadréticas
convexas. Més atn, este método es nomonotono, es decir, no garantiza descenso en la fun-
cién objetivo en cada iteracion. En 1988, Barzilai y Borwein usando teoria de niimeros,
presentan un andlisis de convergencia en el caso de funciones cuadraticas en solo dos

variables. Mas adelante , Raydan establece convergencia global en el caso de funciones
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cuadraticas estrictamente convexas con cualquier niimero de variables. Este resultado se
extiende un poco después al caso de cuadraticas convexas (no necesariamente convexas)

por Friedlander, Martinez y Raydan.

3.4. Meétodo del Gradiente Espectral

Con el deseo de resolver problemas de minimizacién sin restricciones, consideremos el

siguiente problema asociado.
encontrar z, € R" tal que V f(z,) = 0. (3.5)

donde f : R™ — R es la funcién diferenciable a la cual se le desea encontrar minimos
locales. La soluciéon numérica del sistema de ecuaciones no lineales 3.5 es obtenida, ge-
neralmente, mediante un esquema iterativo, moviéndose en cada iteracién de un estimado
x, de x, a un mejor estimado xxy1. En muchos algoritmos, cada iteracion envuelve el
calculo de un paso Casi-Newton Syc = —A,;1Vf(:ck), donde A, € R™ ™ es una aproxi-
macion del Hessiano de f en . Al finalizar cada iteracion, A se actualiza y se obtiene
Agi1, una aproximacion del Hessiano de f en xp,;. Esta aproximacion, usualmente, se

escoge de forma tal que sastifaga la ecuacion de la secante,
A8k = yr, (3.6)

donde s, = Tpy1 — Tp ¥ Yk = Grt1 — Gk, donde g = V f(xy).

En el caso unidimensional, la ecuacién de la secante define completamente el valor
de Ag.q; sin embargo, si n > 1, muchas matrices satisfacen la ecuacion de la secante.
Por lo tanto, ademéas de sastifacer 3.6, la matriz Ay, debe restringirse a un conjun-
to de matrices que posean propiedades deseables (simétricas, positivo definidas, etc.).
La propiedad fundamental que caracteriza a los métodos espectrales estd basada en la
siguiente observacion: el escalar oz 1 € R que resuelve de forma tnica el sistema lineal

sobredeterminado y, = a1k, en el sentido de los minimos cuadrados, estda dado por

Ayl = 7 (37)
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si s, # 0. Es decir, restringiendo la matriz Ai.; a la familia de multiplos escalares de
la identidad y exigiendo que la ecuacion de la secante se satisfaga en el sentido de los

minimos cuadrados, se obtiene el siguiente algoritmo:

Algoritmo 3 Gradiente Espectral

= Dados zp € R" y ap € R

= Para k =1,..., hasta la convergencia hacer
- _1
1. S = an Jk
2. Tpy1 = Tk + S
3. Ye = Jk+1 — Gk
4 .
: k+1 — st sy,

s FinPara

3.4.1. Caso Cuadratico

Si consideramos el problema 3.5 cuando ¢(z) = ja'Az — b'z + ¢ es una funcién
cuadratica y A es una matriz simétrica y PD, entonces ay1 en 3.7 se escribe como

stAsk . g]tﬁAgk

— . 3.8
SZSk g]tcgk: ( )

Ak41 =

Es importante notar que, en el método del gradiente espectral, la direcciéon de busque-
da en cada iteracion es siempre el gradiente negativo de ¢ en xy, tal como sucede en el
método de minimo descenso. Sin embargo, en el cado cuadratico, el algoritmo se trans-
formaria en el método clasico del gradiente (método de Cauchy) si en lugar de escoger
ag+1 como en 3.8, lo escogiésemos como

QZH Agri1

3.9
G119k (39)

Q1 =
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El método del gradiente espectral es mucho mas rapido que el método de minimo

descenso al mismo costo computacional. [20].

Algoritmo 4 Método del Gradiente
s Dados zy € R"

= Para k =1,..., hasta la convergencia hacer
1. Escoger longitud de paso O%k
- _ 1
2. Sk = an Gk
3. Tpy1 = Tk + Sk

s FinPara

Tanto el método del minimo descenso como el método del Gradiente Espectral son

casos particulares del Algoritmo 3. Solo se diferencia en la forma de escoger el oy,

3.5. Meétodo Gradiente Proyectado

El método del gradiente proyectado se utiliza en problemas de minimizaciéon con

restricciones.

min f(x), (3.10)

€
donde f:R™ — R y £ es un convexo cerrado.
El algoritmo de gradiente proyectado supone que es practico y de bajo costo calcular

la proyeccion sobre €2, y se escribe como

Ty € Q)

Ti+1 = Tk + Oék<fk — l’k)

donde fk = PQ(ZCk — )\ka(CC))
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En el caso particular donde €2 es un subespacio cerrado, entonces el operador de proyec-
cion sobre €2 es un operador lineal, suponiendo z, € 2, k = 1,.., y el método queda
como:
Trp1 = o — p Po(V f(2)).

La eleccion del tamano de paso «4 puede hacerse mediante diferentes criterios. E1 método
clasico de gradiente proyectado utiliza la seleccién de Cauchy para ay, es decir ay es tal
que:

flag — axV fay)) = min f(z, — aVf(zy)).
Como sabemos, en el caso cuadratico, este tamano de paso corresponde a

oy — Ik
911 g1

donde gr = Vf(xx), H=V?f(x)

3.6. Meétodo del Gradiente Espectral Proyectado

El Método del Gradiente Espectral Proyectado [3] surgié de la unién de la idea
nomonétona de Barzila-Borwein (espectral) con las estratégias clasicas del gradiente
Proyectado. Este método es aplicable a los problemas convexos limitada en la que la
proyeccion sobre un conjunto factible es facil de calcular. Desde su aparicién, el método
ha sido utilizado intensamente en muchas aplicaciones.

Raydan et al. proponen realizar la escogencia del tamano de paso «y segin el méto-
do Gradiente Espectral en vez de la escogencia Cauchy. Este método se conoce como
Gradiente Espectral Proyectado.

El método del gradiente espectral proyectado tiene como objetivo minimizar f en un

conjunto cerrado y convexo 2. El método tiene la forma:
Thy1 = Tk + Ckkdk. (311)
La direccion de busqueda dy ésta definido como:
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Donde P es la proyecciéon Euclideana sobre w. La direccién dj, es una direcciéon de descenso,
lo que significa que, si dy # 0, se tiene que f(x, + ady) < f(x)) para « suficientemente
pequeno. Esto significa que en principio se podria definir la convergencia del método
imponiendo disminucién suficiente en cada iteracion. Sin embargo, esto lleva a desastrosos
resultados practicos. Por esta razén, los métodos espectrales emplean una bisqueda lineal

nomondétona que no impone disminucién funcional en cada iteracion.



Capitulo 4

MAP Acelerado con Optimizacion

4.1. Introducciéon

Cuando el angulo entre los subespacios es “pequeno”, el método de Proyecciones
Alternantes puede tener convergencia “lenta”. Esto significa un alto costo computacional
ya que es necesario realizar muchas iteraciones del método para conseguir una buena
aproximacién. Diversos esquemas de aceleracion han sido utilizados. Podemos citar los
esquemas de aceleracién de Pierro y Iusem [6], Gearhart y Koshy [15] y mds recientemente
los esquemas de H. Bauschke , F. Deutsch [2], de Censor [5] y de Smolarski y Appleby
[1]. En este capitulo presentaremos un esquema para acelerar la convergencia del MAP
desde el punto de vista de optimizacion con el fin de encontrar la proyeccion de un punto

dado sobre la interseccién de dos subespacios en un espacio de Hilbert.

4.2. Preliminares
Sea H un espacio de Hilbert, y sea P un operador lineal en H. Definimos la funcién

1
alw) = 51Pz|?,

31
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Calculamos el gradiente Vq(z), definiendo para d € H dado la funcién auxiliar,

g(t) =q(x +td) = =(P(x+td),P(x+td)) (4.1)

N — DN —

([[Pz||? + 2t(Pz, Pd) + £*|| Pd||?) . (4.2)
Derivamos la funciéon auxiliar,

J(t) = (Pa,Pd)+1] Pd?
J(0) = (P, Pd)

-
e
D
o
o
4
lw)
—~
=
=
1

¢'(0), por lo tanto,
Vq(z) = P*P(x),

con P* el operador adjunto de P.

Para calcular la Hessiana, derivamos de nuevo,
g'(t) = |Pd||* = (Pd, Pd).

Como ¢"(0) = (d, V*q(z)d), en consecuencia tenemos que la Hessiana en este caso es una

constante dada por el operador

Viq(z) = P*P.

En el caso particular donde P sea el operador de proyecciéon en un subespacio, entonces

P es idempotente y autoadjunta, por lo tanto,

y ademas
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4.3. El método de Von-Neumann desde el punto de
vista de optimizacion

Sean M, N subespacios de un espacio de Hilbert H. Y sean P, y Py los operadores de
proyeccion ortogonal sobre M y N respectivamente. Nos interesamos ahora en el siguiente

problema de optimizacion con restricciones:

min f(z), (4.3)

zeM

donde f(x) = ||z — Py(2)||* y Py es el operador de proyeccién ortogonal sobre N.

Consideremos el método de Gradiente Proyectado:

g1 = Py(zr — o Vf(z)), parak=0,..., (4.4)

.CE()GM.

Como sabemos, V f(z) = 2— Px(x), y como todos los iterados x € M entonces Py () =

xk, por ende el método de Gradiente Proyectado puede re-escribirse como:

Tl = T — OékPMVf($)

En el caso particular a = 1 el método (4.5) corresponde al método de Proyecciones

Alternantes propuesto por Von-Neumann [26].

4.4. Equivalencia Koshy-Gearhart con Gradiente Proyec-

tado

En el esquema propuesto por Gearhart y Koshy explicado en el capitulo 2 se tiene
que:

Tp1 = Quy + (1 — ty) .

Para M y N subespacios y Q) = Py Py
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Tpy1 = T — Ly + L Py Py
= Tk — tk(ib‘k — PMPNiL'k)
=i + tk(PMPNIL‘k — ZL‘k)

Veamos como es el parametro de aceleracién ¢

t, = (l’k, Ty — Q$k>
|2k — Qa2

(Ik, T — PMPNIk>

 |lok — Py Pyl

(2x, Pry — Py Pyay)
| Pyak — Py Pyag||?
@k, Py (zp — Pr)ag)
B || Pa Pyeey |2
(x1, Py Praxy)

= - 3 M 4.7
[Py P (4.7

Como la ecuacién (4.6) es equivalente a la ecuacion (4.5) si, el pardmetro oy = ty
es escogido como el método de gradiente proyectado (escogencia de Cauchy), entonces
hemos demostrado que el esquema de aceleracién propuesto por Koshy y Gearhart [15]
es equivalente en el caso de dos subespacios al Método del Gradiente Proyectado en el
problema 4.3.

Por lo tanto, segtin la escogencia del parametro oy, en el Método del Gradiente Proyec-
tado pueden obtenerse los siguientes esquemas de Proyecciones Alternantes como se mues-

tra a continuacién:
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a =1 Von Neumann

Lkt1 = Py Pyxy,

a fijo
a =2 Reflexion - Proyeccion
L Tpe1 = PyRnxy , Ry = 2Py — 1
ap = o2 Koshy - Gearhart
a variable ([P P12

corresponde a la escogencia Cauchy

4.5. Propuestas del tamano de paso qy,

Basado en lo anterior en este trabajo proponemos otras escogencia para el tamano
de paso en la aceleracién del Método de Proyecciones Alternantes. En [20] Raydan et
al. propone la utilizacién del Método del Gradiente Espectral Proyectado para resolver
el problema de minimizacién de funciones cuadraticas sobre un conjunto convexo, que
es el caso del problema de minimizacion con restricciones de la ecuacion 4.3. El Método
del Gradiente Espectral como se explicé anteriormente utiliza la misma direccion de
busqueda del Método de Gradiente Proyectado y varia en la escogencia del tamano de
paso ay. Asi mismo, se proponen igualmente otras selecciones intuitivas del tamano de
paso qy para su experimentacion.

Los tamanos de paso que se proponen son los siguientes:

|2x — 2p|)?
(xp — xp—1, Py (T — Tk-1))

que corresponde al Método del Gradiente Espectral Proyectado y su equivalente es:

af —

(PuPxap—1, PuPyag_1)
<PMP]$$]€,1,P]¢PMP]$5L‘]€,1>.

A —
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También proponemos probar:

(Py ey, Py
(P Pyak, Pyak)

(073

El siguiente algoritmo se utilizara en el siguiente capitulo para la experimentacion

numérica utilizando diversos tamano de pasos «y propuestos.

Algoritmo 5 General

» Dadoszp e My o, € R

= Para k =1,..., hasta la convergencia hacer

. Calcular s, = —ay Py Pray,

. Calcular xp1 = x5 + sg

. Escoger la longitud de paso oy propuestas
. Si ||z — Pyak||r < tol entonces parar

FinPara




Capitulo 5

Experimentaciéon Numérica

En este capitulo, haremos algunos experimentos para hallar la proyeccion de un punto
xo dado, en la interseccién de dos subespacios cerrados M y N. En esta experimentacion
observaremos el comportamiento de las iteraciones de los diferentes esquemas de ace-
leraciéon propuestos y los compararemos con los esquemas clasicos de MAP y la ace-
leracion propuesta por Koshy-Gearhart. En los experimentos que realizaremos, los sub-
espacios en cuya interseccion vamos a proyectar son subespacios de un espacio vectorial

de matrices (los vectores pertenecen a R"*™).

Los subespacios vectoriales de R™*™ con los que trabajaremos son:

1. {A e R"™"/A = A"} (Subespacio de las matrices simétricas). Donde el operador de

proyeccion “en la norma de Frobenius”viene dada por:

A+ At
P(A) = 5

2. {A € R"™/a(1,1) = a(n,1) = a(1,n) = a(n,n) = 0}. Donde el operador de

37
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proyeccion “en la norma de Frobenius”viene dada por:

0 a2y o A1n-1) 0
a1 42 0 Aea-1) A2n)
P(A) =
An-11) - e A1)
0 An2) *°°  Gnn-1) 0

3. {A € R"™"/a(i,j) = 0 para todoi > j (i,j = 1,...,n)}. (Subespacio de las ma-
trices triangulares superiores). Donde el operador de proyeccién “en la norma de

Frobenius” viene dada por:

Gy G2 A3 vt )

0 apy aes - aen

P(A) = 0 0 ags -  a@m
: A(n—1,n)

0 0 a(n,n)

4. {A e R"™™/a(y, ”T“) = promedio para todo j = 1,...,n. n; impar, donde promedio =

n_q(i,ntL ., . .
%} Donde el operador de proyecciéon “en la norma de Frobenius”viene

dada por:

any agg - promedio Aaetiyyy o0 )

P(A) = a1y Q2 -0 promedio Qnfiigy * 0 O2m)

A(n,1) Q(ny2) -+ promedio Apntiyyy " O(nn)
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5. {A € R”X"/a(”;l,j) promedio para todo j = 1,...,n. n; impar, donde promedio =

%} Donde el operador de proyeccion “en la norma de Frobenius”viene
dada por:
a(1,1) a(1,2) T T a(1,n)
a(2,1) a(2,2) T o a(2n)
a ntl PN PN a n4l
P(A) — ( 2 171) ( 2 17”)
promedio promedio - -- -+ promedio
A(ntl y11) e IR EE NS )
a(n,l) a/(n72) DY DRI a(n’n)

6. {A € R™"/a(j, ") = a(2 k) = promedio para todo k,j = 1,...,n. n; impar

iz a(i, "“)-FZZ pa(mdt

donde promedio = } Donde el operador de proyeccion “en

la norma de Frobenius”viene dada por:

ac,) a1,2) -+ promedio A ntt gy o a(in)
ag,n) a(2,2) -+ promedio g mtl yyy  * a(2,n)
P(A) =
promedio promedio - -- : e promedio
a(n,l) a(mz) cee promedio a( n+1+1) cee a(mn)

7. {A € R™"/a(1,j) = promediol, a(™* k) = promedio2 para todo k,j =

nooa(nl s
1,...,n. n; impar donde promediol = M , promedio2 = %} Donde



Experimentacion Numérica 40

el operador de proyeccién “en la norma de Frobenius”viene dada por:

promediol promediol - -- ---  promediol
a(271) a(272) PR DY a(27n)
a/ L‘H _ .. PR a L‘H_ n
P(A) — ( 2 171) ( 2 1, )
promedio2 promedio2 - -- ---  promedio2
G(ntl i) ST
a(n71) a(n’2) ... PR a(n,n)

Los parametros del tamano de paso con los cuales haremos la experimentacion son

los propuestos del capitulo anterior que son:

|2k — 21 ||?

<xk — Thk—1, Pﬁ(l“k - $k71)>
a

Y ademéds haremos la comparacién con el MAP propuesto por Von Neumann y la

Gradiente Espectral Proyectado (GEP)

(6973

aceleracion propuesta por Koshy-Gearhart.

El pardmetro de Koshy-Gearhart calculado en el capitulo 4 viene dado por:

o7

I PuPrad?
Ahora bien,
(xk, Py Py y) (Pyrag, PEay) .
B Py autoadjunt
[Py Piagl?  (PaPiay, PayPiay) Do oo M ATOACIIIEG
<l‘k7 Pﬁl‘k)

= a que Py; autoadjunto e idempotente

(Py i, Pyag)

= (Par P, Phag) ya que Py autoadjuto e idempotente. (5.1)
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Analiticamente hemos demostrado en 5.1 que (b) es equivalente al método de Koshy-

Gearhart. Sin embargo, como muestra los resultados numéricos el calculo del coeficiente

(zg, Pr PR ag)

oy segun la formula oy = [P PLon]?
N

presenta algunos problemas numéricos en el expe-
rimento 3 y 4 y que no sucede con el coeficiente calculado segun (b).
En todo método iterativo es necesario especificar mediante ciertas condiciones cuando

hay que detener el proceso. El criterio de parada utilizado tiene en cuenta dos factores:

1. La solucién encontrada satisface los requerimientos de precisién (tolerancia). Se

fij6 una tolerancia de 1 x 1078.

2. La cantidad de iteraciones empleadas supera el maximo establecido.

Para el primer criterio, como cada iterado x; € M entonces el criterio de parada
del algoritmo puede tomarse como la distancia entre el iterado y su proyeccién sobre el

subespacio N y utilizando la norma de Frobenius, es decir:
|z — Pyl r (5.2)

Se muestra graficamente la distancia al cual se minimizara en la figura 5.1.

Figura 5.1: Distancia a minimizar

Para el segundo criterio el maximo ntumero de iteraciones que establecimos es de
5000, el cual consideramos que el algoritmo no converge si pasa el dicho limite niimero

de iteraciones.
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Las matrices A € R™*" fueron generadas en Matlab aleatoriamente. Los algoritmos
requeridos para realizar la pruebas numéricas se desarrollaron en Matlab 7.0 y han sido

efectuados con un computador Intel Core Duo 1.86 GHz 2Gb de RAM con Windows XP.

5.1. Experimentos

A continuacién muestra el comportamiento de las convergencias en una tabla y grafi-
camente, donde el eje de ordenadas es el error de la solucién y el eje de abcisas son las

iteraciones realizadas por los métodos.
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5.1.1.

L
Tyl = T — O./kPMPNZEk

M = {A € R"™"/a(i,j) = 0 paratodoi > j (i,j = 1,..

Experimento 1

matrices triangulares superiores).

— nxn pontly Z?:la(ianT-H) - . .
N :={A e R /a(j, "5=) = ==—-"=2— para todo j = 1,...,n; n impar}.

,n)}. (Subespacio de las

W uar

W o=2

W Koshy-Gearhan
O GeP

1 O ia)

G

Iteraciones
Orden | MAP, ap, =1 o =2 Koshy-Gearhart | GEP | (a) | (b)
5 X b 45 no converge 16 3 20 | 16
25 x 25 36 no converge 22 3 23 | 22
49 x 49 36 no converge 23 3 22 | 23
81 x 81 36 no converge 22 3 23 | 22
1o’
1’
10° 4| B mar
W oo=2
| ] |\.c|?|;\ Gearhart
10° 1 Sf:.' el
5 i E
0"t
- 10'10_
107+
R R N

Figura 5.2: matriz 5 x 5

En las graficas y en las tablas para el experimento 1 se observa:

» Koshy-Gearhart se comporta igual en este experimento a (b) lo que corresponde

lteraciones

con el andlisis tedricos en la parte anterior.

= Se puede evidenciar que el método GEP converge en pocas iteraciones a la tol

independientemente del orden de la matriz.

Figura 5.3: matriz 25 x 25

lteraciones
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10’ 10* . : . ; ; : ;
0 )
1w | . 1o Tmr
W uiar B oo=2
W o= B Koshy-Gearharn
B Koshy-Gearhart O GEP
g 0° | || OcEr E it o
fin} O (a [im} mn
.lhl
™ 1 't 1
1D-‘6 L L L L L L 1 10-15 1 L 1 1 1 L 1
0 5 i 15 20 25 a0 3@\ 40 0 5 i 15 2 2% 3 3B 40
lteraciones

Figura 5.4: matriz 49 x 49

lteraciones

Figura 5.5: matriz 81 x 81

» El método con oy, = 2 (fijo) no converge.

» Los parametros propuestos GEP, (a) y (b) aceleran el MAP.
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5.1.2. Experimento 2

mk+1 — Ik; — O{kPMP]{f_.Ik
M = {A € R"™"/a(i,j) = 0 paratodoi > j (i,j = 1,..

matrices triangulares superiores).

45

,n)}. (Subespacio de las

N :={A e R™"/a(j, %) = a(™, k) = promedio para todo k, j = 1,...,n. n impar

2

donde promedio = ==L );Z?:l e ) }-
Iteraciones
Orden | MAP, a4, =1 ap =2 Koshy-Gearhart | GEP | (a) | (b)
5X%X5H 46 no converge 19 3 16 | 21
25 x 25 37 no converge 23 3 23 | 16
50 x 50 36 no converge 23 3 22 | 23
100 x 100 36 no converge 23 3 23 | 22

100\

1 W oshy-Gearhar
O GEP

O (a)
1T mm

Figura 5.6: matriz 5 x 5

L
1

lteraciones

L
15

L
20

25

o
| BIEVS -

1 W map

W a=2

B Eoshy-Gearhart
[ Gep

O (a)

Tmm

L L L L
0 5 10 15 20
lteraciones

L
25

L
30

Figura 5.7: matriz 25 x 25

En las graficas y en las tablas para el experimento 2 se observa:

= Se puede evidenciar que el método GEP converge en pocas iteraciones a la tol

independientemente del orden de la matriz.

» El método con oy, = 2 (fijo) no converge.
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Errar

46

10
10° . . ‘ . . ‘
100
o [ 1 W sae
o 1 MW uar B oo=2
W oo=2 B Koshy-Gearhart
B Koshy-Gearhart [ cer
[ GEF 5 o L 1O =)
10_5 L 1O @ i} |
|
-10
10+ b
1040 L i
1['"5 1 1 L 1 1 L
10 L L I L L I 1] ) 10 15 20 25 3o 34
o ) 10 15 20 25 30 35 lteraciones

lteraciones

Figura 5.8: matriz 49 x 49 Figura 5.9: matriz 81 x 81

= Se observa que a mayor orden de la matriz los parametros de Koshy-Gearhart, (a)

y (b) se comportan igual

» Los pardmetros de GEP, (a) y (b) aceleran la convergencia.
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5.1.3. Experimento 3

Tyl = T — O./kPMPK;‘ZEk

M = {A e R™"/A = A"} (Subespacio de las matrices simétricas).
n_q(q,ntL . .

N :={A e R"™"/a(j, ”T“) = Lizolhy) para todo j = 1,...,n; n impar}.

n

Iteraciones
Orden | MAP, ay, =1 | a = 2 | Koshy-Gearhart | GEP | (a) | (b)
5 XD 32 98 47 8 18 | 17
25 x 25 34 045 158 8 20 | 18
49 x 49 34 1001 2096 7 9 8
81 x 81 34 1782 2852 7 16 | 13
y &

W vap
W =2
B Koshy-Gearhart
] GEF
0
I mm

Koshy-Gearhart 07 F

1 1 1 1 L L I 1 L L . . L L
0 20 40 B0 80 100 120 0 20 40 B0 ao 100 120 140 160 180 200
lteraciones lteraciones

Figura 5.10: matriz 5 X 5 Figura 5.11: matriz 25 x 25

En las graficas y en las tablas para el experimento 3 se observa:

» A pesar que se habia probado que el parametro (b) y Koshy-Gearhart son equiva-
lentes, su gréafica difiere después de una cierta cantidad de iteraciones, se presume

que esto se debe a problemas numéricos en el calculo de dicho pardametro.

= Se puede evidenciar que el método GEP converge en pocas iteraciones a la tol

independientemente del orden de la matriz.



Errar

Experimentacion Numérica 48
100 . . . . . . ; . ; 10* ; ; ; . . . : . :
10
100 .
B uap g o .
15 i L ‘_'-"_2 =|:::‘L\-;i(uil|lqil\
EI(\;I?I\;‘ -Giearhart 1ot |:|(_":|J
= O tal [ O tal
10 1am g0 4 B
10"
10* g
10
10° 7 el |
10-‘0 1 1 1 1 1 1 L 1 L 10'12 1 1 1 1 1 1 L 1 L
o 10 20 30 40 a0 B0 70 a0 90 100 1] 10 20 30 40 50 B0 70 a0 a0 100
lteraciones Rteraciones
Figura 5.12: matriz 49 x 49 Figura 5.13: matriz 81 x 81
» El método con oy, = 2 (fijo) no converge.

» Los parametros de GEP, (a) y (b) aceleran la convergencia.
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5.1.4.

Experimento 4

L
Tyl = T — O./kPMPNZEk

M : {A e R"™" /A= A"} (Subespacio de las matrices simétricas).
n a(2tl
N:{A e R /q(nfl ) = L= )

2

para todo j = 1,...,n; n impar}.

Iteraciones
Orden | MAP, ay, = 1 | a = 2 | Koshy-Gearhart | GEP | (a) | (b)
5 XD 32 98 120 8 18 | 18
25 x 25 34 532 212 8 15 | 13
49 x 49 34 947 1978 5 7 6
81 x 81 35 1750 2693 7 12 | 11

49

Losly -Crearhart 107

L L L
0 a 10 18

L L L
20 25 a0

lteraciones

Figura 5.14: matriz 5 X 5

En las graficas y en las tablas para el experimento 4 se observa:

40

W mar

W o=2

T M Koshy-Gearhar
[ GEF

O tal

1@

Figura 5.15: matriz 25 x 25

L
15

lteraciones

L
30

40

» Al igual que en el experimento anterior sucede que en Koshy-Gearhart y (b) su

grafica difiere después de una cierta cantidad de iteraciones, a pesar que se habia

demostrado analiticamente que son equivalente, se presume que esto se debe a

problemas numéricos en el calculo de dicho parametro.
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Errar

W mar

W oo=2

B Koshy-Gearhart
[ CEP

O tal

Tmm

.
10 15 20 25 30 k) 40
lteraciones

Figura 5.16: matriz 49 x 49

Errar

50

W mar

W o=2

B Koshy-Gearhart
[ GEF

O tal

1 |

=] 10 15 20
lteraciones

Figura 5.17: matriz 81 x 81

40

= Se puede evidenciar que el método GEP converge en pocas iteraciones a la tol

» El método con oy, = 2 (fijo) no converge.

independientemente del orden de la matriz.

» Los pardmetros de GEP, (a) y (b) aceleran la convergencia.
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5.1.5. Experimento 5

Tyl = T — O./kPMPK;‘ZEk
M = {A € R"”"/a(i,j) = 0 para todoi > j (1,7 = 1,...,n).} (Subespacio de las
matrices triangulares superiores).

N = {A € R"™"/a(1,j) = promediol, a(”T“,k:) = promedio2 para todo k,j =

n . LU n+1 i
1,...,n. n; impar donde promediol = +(1@)’ promedio2 = %}
Iteraciones
Orden | MAP, a4, =1 ap =2 Koshy-Gearhart | GEP | (a) | (b)
5 X b 46 no converge 37 3 28 | 26
25 x 25 36 no converge 387 3 20 | 23
49 x 49 35 no converge 623 3 18 | 21
81 x 81 36 no converge 461 3 20 | 22
10° 10*
10
i VAR o’ b 1 Eovar
= =2 =|:L|:.i:(-d|w
E 0 7 E\:‘V\ E [ (a)

\_/WT me 10'4 L 4 m

L L L L L L L L L L L L L L L L L
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 a0 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 a0
lteraciones lteraciones

Figura 5.18: matriz 5 X 5 Figura 5.19: matriz 25 x 25

En las graficas y en las tablas para el experimento 5 se observa:

» Al igual que en el experimento anterior sucede que en Koshy-Gearhart y (b) su
grafica difiere después de una cierta cantidad de iteraciones, a pesar que se habia
demostrado analiticamente que son equivalente, se presume que esto se debe a

problemas numéricos en el calculo de dicho parametro.



Ezperimentacion Numérica

B Koshy-Gearhart

L L L L
0 5 10 15 20

L L L L
25 il ] 40

lteraciones

Figura 5.20: matriz 49 x 49

L
45 a

52

W mar

W Koshy-Gearhart
[ GEP

1 0O (&)

mw

L L L
0 5 10 15

Figura 5.21: matriz 81 x 81

. .
20 25
lteraciones

L
il

L
]

L
40

L
45

a

= Se puede evidenciar que el método GEP converge en pocas iteraciones a la tol

independientemente del orden de la matriz.

» El método con oy = 2 (fijo) no converge.

» Los pardmetros de GEP, (a) y (b) aceleran la convergencia.

5.1.6. Experimento 6

Tyl = T — O./kPMPK;‘ZEk
M:{AeR"™/a(1,1) = a(n,1) = a(l,n) = a(n,n) = 0}.
N : {A € R"™"/a(i,j) = Oparatodo: > j (i,j = 1,..,n)}. (Subespacio de las

matrices triangulares superiores)

Iteraciones
Orden | MAP, o), =1 ap =2 Koshy-Gearhart | GEP | (a) | (b)
5 X b 1 no converge 1 1 1 1
25 x 25 1 no converge 1 1 1 1
50 x 50 1 no converge 1 1 1 1
100 x 100 1 no converge 1 1 1 1
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= En este experimento todos los métodos iterativos convergieron optimamente en 1
iteracion salvo ay = 2, como el MAP convergi6 en 1 iteracion significa que nos

encontramos con el caso ideal en que los subespacios son ortogonales.

= Los parametro de aceleracion no modifican el hecho de que convergan en 1 iteracién.

5.1.7. Experimento 7

— L
Tyl = T — OkaMPN$k

M :={A e R /a(1,1) = a(n,1) = a(l,n) = a(n,n) = 0}.
’n<2§-1)

N = {A € R™"/a(j, "T“) = mﬂ* para todo j = 1,...,n; n impar}.

Iteraciones
Orden | MAP, a4 =1 ap =2 Koshy-Gearhart | GEP | (a) | (b)
5 X H 1 no converge 1 1 1 1
25 x 25 1 no converge 1 1 1 1
49 x 49 1 no converge 1 1 1 1
81 x 81 1 no converge 1 1 1 1

= En este experimento todos los métodos iterativos convergieron optimamente en 1
iteracion salvo ay = 2, como el MAP convergi6 en 1 iteracién significa que nos

encontramos con el caso ideal en que los subespacios son ortogonales.

= Los parametro de aceleracion no modifican el hecho de que convergan en 1 iteracion.
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Conclusiones y Recomendaciones

En este trabajo pudimos observar el Método de Proyecciones Alternantes como un
problema de minimizacion con restricciones, el cual nos proporcioné grandes herramientas
para el estudio de la convergencia. Se demostré que la aceleracion propuesta por Koshy-
Gearhart es un caso particular de un método clasico de optimizacién con restricciones que
es el Método del Gradiente Proyectado. Igualmente propusimos una aceleracion espectral
del Método de Proyecciones Alternantes.

Los pardametros propuestos para realizar los experimentos, utilizando subespacios de
un espacio vectorial de matrices (los vectores pertenecen a R"*™) arrojaron los siguientes

resultados:

» El esquema de aceleracion espectral (GEP) propuesto para el MAP, converge més

rapido que los demés esquemas visto en este trabajo.

» El esquema (b) que es equivalente analiticamente al esquema de aceleracién pro-

puesto por Koshy-Gearhart es més estable numéricamente.

= Todos los esquemas propuestos en este trabajo aceleran el Método de Proyecciones

Alternantes.

= En el caso ideal del MAP donde converge en 1 iteracién, los esquemas de aceleracion

no alteran el resultado, es decir también convergen en 1 iteracion.

54
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Ademas proponemos como trabajo futuro:

= Generalizarlo a méas de dos subespacios.

= Proponemos como trabajo futuro utilizar este resultados en las diversas aplicaciones
que tiene el Método de Proyecciones Alternantes, como por ejemplo el tratamiento

de iméagenes.
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