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Introducción

El método de proyecciones alternantes (MAP) fue propuesto en 1933 por John Von

Neumann [26], quien trató el problema de encontrar la proyección de un punto dado x0

en un espacio de Hilbert H sobre la intersección de dos subespacios cerrados. El método

MAP tiene variadas aplicaciones en campos como el tratamiento de imágenes, medicina,

probabilidad y estad́ıstica, problema de Dirichlet, solución de ecuaciones lineales. etc

[13, 16, 8, 22]. En el art́ıculo [11] se puede encontrar un resumen de todo lo relacionado

con el MAP y sus aplicaciones y asimismo en el libro en preparación de Escalante y

Raydan [12].

La velocidad de convergencia de este método depende del ángulo entre los sub-espacios

involucrados. Cuando el ángulo es pequeño, el esquema iterativo propuesto por Von Neu-

mann presenta convergencia lenta. Esto significa un alto costo computacional ya que

es necesario realizar muchas iteraciones del método para conseguir una buena aproxi-

mación. Diversos esquemas han sido propuestos para acelerar el MAP, entre estos pode-

mos destacar el esquema de aceleración propuesto por Koshy-Gearhart [15].

En este trabajo, se reinterpreta el método de proyecciones alternantes como un méto-

do tipo gradiente proyectado para cierto problema de optimización. Nos damos cuenta

que el método clásico MAP es equivalente al método gradiente proyectado a paso cons-

tante y que el esquema de aceleración propuesto por Koshy-Gearhart es equivalente al
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Introducción 3

algoritmo clásico de gradiente proyectado. Basados en esto, proponemos otras escogen-

cias de la longitud de paso, especialmente proponemos una versión espectral del MAP

como esquema de aceleración, con muy buenos resultados experimentales. Esta versión

está basada en el método de Gradiente Espectral Proyectado propuesto por Raydan et

al. [3].

Finalmente, mostramos algunos resultados experimentales de cálculos de proyecciones

sobre la intersección de ciertos subespacios vectoriales de matrices.



Caṕıtulo 1

Preliminares

El objetivo de éste caṕıtulo es presentar algunas definiciones, teoremas y proposiciones

importantes que serán de gran utilidad para los caṕıtulos siguientes.[12]

1.1. Espacio de Hilbert

Definición 1.1. Sea A un espacio métrico. Decimos que A es completo cuando toda

sucesión de Cauchy converge a un punto de A.

Definición 1.2. Un Espacio de Hilbert H, es un espacio con producto interno que es

completo con respecto a la norma dada por el producto interno.

Teorema 1.3. Sea H un espacio de Hilbert. Todo subconjunto cerrado y no vaćıo de H

contiene un único elemento de norma mı́nima.

Definición 1.4. Dado un espacio de Hilbert H y una variedad lineal M de H, el ortogonal

de M es:

M⊥ = {z ∈ H : 〈z, x〉 = 0}.

Para todo x ∈ M.

Proposición 1.5. Sean H un espacio de Hilbert y M una variedad lineal de H entonces

M⊥ es un subespacio cerrado de H.

4



Preliminares 5

Teorema 1.6. Sea H un espacio de Hilbert y M un subespacio cerrado de H entonces

para cada x ∈ H existe un único w ∈ M y un único z ∈ M⊥ tal que x = w + z.

Corolario 1.7. Sean H un espacio de Hilbert y M un subespacio cerrado de H entonces

H = M + M⊥

donde M⊥ es un subespacio cerrado de H, que es ortogonal a M.

Proposición 1.8. En un espacio de Hilbert el único vector que es ortogonal a todos los

vectores es el vector cero

1.2. Operadores en Espacio de Hilbert

A continuación se dan algunos conceptos básicos, este resumen está basado en [10],

[12]. Sea H un espacio de Hilbert y sea M un subespacio cerrado de H. Denotemos por

PM el operador de Proyección ortogonal sobre M. Este es un operador lineal, autoadjunto

(〈Px, y〉 = 〈x, Py〉) e idempotente (P 2 ≡ P ). PM es tal que:

‖ x− PM(x) ‖= d(x, M)

donde d(x,M) = inf{‖ x− y ‖, y ∈ M}, es decir PM(x) es el punto más cercano a x en

M. Su propiedad caracteŕıstica es:

〈x− PM(x), y〉 = 0, ∀y ∈ M.

El Complemento ortogonal de M, denotado por M⊥ es:

M⊥ := {y ∈ H : 〈x, y〉 = 0,∀x ∈ M}

Definición 1.9. Un operador en H es una función T que está definido por algún sub-

espacio S de H y que tiene uno o más valores Tx en H correspondiente a cada elemento

x de S.
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Denotaremos S el dominio D(T) de T y el conjunto de todos los valores Tx, x ∈ S, el

Rango R(T) de T.

Definición 1.10. Sea T : X −→ Y un operador, donde X,Y son subespacios normados.

T es acotado si existe un escalar M tal que ‖Tx‖ ≤ M‖x‖ ∀x ∈ X.

Teorema 1.11. Un operador T es una proyección PS si y solo si

(i) T es inyectiva, lineal, acotado y D(T)=H.

(ii) 〈Tx, y〉 = 〈x, Ty〉 ∀x, y ∈ H.

(iii) T 2 = T .

Teorema 1.12.

(i) Si U y V son proyecciones en H. Entonces una condición suficiente y necesaria para

que UV sea una proyección es que UV = V U

(ii) Si U = PM y V = PN (M y N son subespacios cerrados), Entonces UV = PM∩N

1.3. Ángulo entre Subespacios

Recordemos que si x, y ∈ H, el ángulo θ entre x e y está definido como el ángulo

cuyo coseno está dado por:

cosθ =
〈x, y〉
‖x‖‖y‖

La siguiente definición introducido originalmente por Friedrichs en 1937, es la más acep-

tada en la literatura del MAP para trabajar con el ángulo entre subespacios.

Definición 1.13. (Frienrichs, 1939) [12] El ángulo θ(M,N) entre dos subespacios cer-

rados M y N de H es el ángulo en [0, π/2] cuyo coseno C(M, N) = cos θ(M,N) esta dado

por:

C(M, N) := sup{|〈x, y〉| : x ∈ M ∩ (M ∩N)⊥, ‖ x ‖≤ 1, y ∈ N ∩ (N ∩M)⊥, ‖ y ‖≤ 1}
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Otros autores definen el ángulo θ(M, N) sin considerar el factor (M ∩ N)⊥ en la

expresión anterior.

Definición 1.14. (Dixmier, 1947)[12] El mı́nimo ángulo θ0(M,N) entre dos subespacios

cerrados M y N de H es el ángulo en [0, π/2] cuyo coseno C0(M, N) = cos θ0(M, N) esta

dado por:

C0(M, N) := sup{|〈x, y〉| : x ∈ M, ‖ x ‖≤ 1, y ∈ N ‖ y ‖≤ 1}

Observación 1.15. Sean M,N subespacios cerrados en H. Entonces

1. Es claro que si M ∩N = ∅ ambas definiciones coinciden. .

2. Las siguientes son algunas consecuencias inmediatas de las definiciones.

a) 0 ≤ C(M, N) ≤ C0(N,M) ≤ 1.

b) C(M,N) = C(N, M) y C0(M,N) = C0(N,M).

c) C(M,N) = C0(M ∩ (M ∩N)⊥, N ∩ (M ∩N)⊥).

d) |〈x, y〉| ≤ C0(M,N)‖x‖‖y‖ ∀ x ∈ M , y ∈ N .

Los siguientes lemas sobre proyecciones ortogonales son en su mayoŕıa conocidos y se

pueden encontrar en [10].

Lema 1.16. Sea P un operador lineal acotado en H. Entonces P es una proyección

ortogonal si y solo si P 2 = P y P ∗ = P .

Lema 1.17. Las siguientes afirmaciones son equivalentes

1. PM y PN conmutan: PMPN = PNPM .

2. PMPN = PM∩N .

3. PMPN es una proyección ortogonal.

Lema 1.18. Las siguientes afirmaciones son equivalentes



Preliminares 8

1. PMPN = PM .

2. PNPM = PM .

3. M ⊂ N .

En particular, ambos PM y PN conmutan con PM∩N y PMPM∩N = PM∩N = PNPM∩N .

Lema 1.19. Las siguientes afirmaciones son equivalentes

1. PM conmuta con PN .

2. PM⊥ conmuta con PN .

3. PM conmuta con PN⊥.

4. PM⊥ conmuta con PN⊥.

5. M = M ∩N + M ∩N⊥.

Lema 1.20. Sea M, N subespacios cerrados en H. Entonces

1. C(M, N) = C0(M, N ∩ (M ∩N)⊥) = C0(M ∩ (M ∩N)⊥, N).

2. C0(M, N) = ‖PMPN‖ = ‖PMPNPM‖1/2.

3. C(M, N) = ‖PMPN − PM∩N‖ = ‖PMPNP(M∩N)⊥‖.
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Demostración. de 1:

C(M, N) = C0(M ∩ (M ∩N)⊥, N ∩ (M ∩N)⊥).

= sup{|〈x, y〉| : x ∈ M ∩ (M ∩N)⊥, ‖x‖ ≤ 1, y ∈ M ∩ (M ∩N)⊥‖y‖ ≤ 1}
= sup{|〈PM∩(M∩N)⊥x, PN∩(M∩N)⊥y〉| : ‖x‖ ≤ 1, ‖y‖ ≤ 1}
= sup{|〈P(M∩N)⊥PMx, P(M∩N)⊥PNy〉| : ‖x‖ ≤ 1, ‖y‖ ≤ 1}

(por los Lemas 1.18 y 1.19)

= sup{|〈PMx, P(M∩N)⊥PNy〉| : ‖x‖ ≤ 1, ‖y‖ ≤ 1}
(Por Lema 1.16)

= sup{|〈PMx, PN∩(M∩N)⊥y〉| : ‖x‖ ≤ 1, ‖y‖ ≤ 1}
(Por los Lemas 1.18 y 1.19)

= sup{|〈x, y〉| : x ∈ M, ‖x‖ ≤ 1, y ∈ N ∩ (M ∩N)⊥, ‖y‖ ≤ 1}
= C0(M, N ∩ (M ∩N)⊥).

Por simetŕıa se obtiene C(M,N) = C0(M ∩ (M ∩N)⊥, N). Demostración de 2

C0(M,N) = sup{|〈x, y〉| : x ∈ M, ‖x‖ ≤ 1, y ∈ N, ‖y‖ ≤ 1, }
= sup{|〈PMx, PNy〉| : ‖x‖ ≤ 1, ‖y‖ ≤ 1}
= sup{|〈x, PMPNy〉| : ‖x‖ ≤ 1, ‖y‖ ≤ 1}
= ‖PMPN‖.

Lo que demuestra la primera igualdad de (2). La segunda igualdad se desprende

de la primera y el hecho de que ‖P ∗P‖ = ‖P‖2. Para cualquier operador lineal

acotado P en H. Tomando P = PNPM vemos que

P ∗P = PMPNPNPM = PMPNPM

Y por lo tanto

C0(M, N) = ‖P‖ = ‖P ∗P‖1/2 = ‖PMPNPM‖1/2.
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Demostración de 3

C(M, N) = C0(M ∩ (M ∩N)⊥, N ∩ (M ∩N)⊥) por (2) .

= ‖PM∩(M∩N)⊥PN∩(M∩N)⊥‖.
= ‖PMP(M∩N)⊥PNP(M∩N)⊥‖.
= ‖PMPNP(M∩N)⊥‖ = ‖PMPN(I − PM∩N)‖

como M ∩N ⊆ M y M ∩N ⊆ N.

= ‖PMPN − PM∩N‖.



Caṕıtulo 2

El Método de Proyecciones

Alternantes

2.1. Introducción

El Método de Proyecciones Alternantes en su versión original fue desarrollado por Von

Neumann en 1933, quien trató el problema de encontrar la proyección de un punto dado

en un espacio de Hilbert sobre la intersección de dos subespacios cerrados. Posteriormente

Cheney y Goldstein extendieron el análisis de Von Neumman, alternando el esquema de

proyección para el caso de dos espacios cerrados y convexos. Estudiaremos este caso

primero para motivar el resultado más general. Este resumen se hace basado en [12], [9]

y [21]

2.2. Proyecciones Alternantes

Sean A y B subespacios cerrados de H. Entonces PAPB = PBPA si y sólo si PAPB =

PA∩B. Es decir, PA y PB conmutan si y solo si su composición es también una proyec-

ción ortogonal. Von Neumann estuvo interesado en el caso que PA y PB no conmutan,

probando el siguiente resultado:

11



El Método de Proyecciones Alternantes 12

Teorema 2.1. (Von Neumann [1933]) [26] Sean A y B subespacios cerrados en un es-

pacio de Hilbert H. Entonces, para cada x ∈ H

ĺım
n→∞

(PBPA)n(x) = PA∩B(x)

Figura 2.1: Proyecciones Alternantes

Demostración. La prueba que daremos a continuación es la prueba original de Von Neu-

mann [26]. Una prueba diferente puede encontrarse en F. Deutsch [9].

Sea U = PM y V = PN y dos sucesiones

Σ1 : U, V U, UV U, V UV U, ..

Σ2 : V, UV, V UV, UV UV, ..

Sea Tn el n-ésimo operador de la sucesión Σ1. Entonces 〈Tmx, Tnx〉 = 〈Tm+n−δx, y〉

δ =





1 si m y n tienen la misma paridad

0 si m y n tienen paridades opuesta
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Veamos que la sucesión {Tn} tiene ĺımite

‖Tmx− Tnx‖2 = 〈Tmx− Tnx, Tmx− Tnx〉 (2.1)

= 〈Tmx, Tmx〉 − 〈Tmx, Tnx〉 − 〈Tnx, Tmx〉+ 〈Tnx, Tnx〉
= 〈T2m−1x, x〉+ 〈T2n−1x, x〉 − 2〈Tm+n−δx, x〉
= 〈T2m−1x, x〉+ 〈T2n−1x, x〉 − 2〈T2k−1x, x〉

Puesto m+n− δ es siempre impar, el último término de esta expresión fue reescrito, con

k enteros. Por otro lado, como

〈T2k−1x, x〉 = 〈Tix, Tix〉 = ‖Tix‖2

se deduce que

‖Ti+1x‖2 = 〈T2i+1x, x〉.

Ti+1x es UTix o V Tix, luego

〈Ti+1Tix, Tix〉 = 〈T2ix, x〉
= 〈Ti+1x, Ti+1x〉
= ‖Ti+1x‖2

≤ ‖Tix‖2.

Entonces

‖Ti+1x‖ ≤ ‖Tix‖.

Por lo tanto

〈T2i−1x, x〉 ≥ 〈T2i+1x, x〉,

y

〈T1x, x〉 ≥ 〈T3x, x〉 ≥ 〈T5x, x〉 ≥ · · · ≥ 0.

De modo que ĺım
i→ ∞

〈T2i−1x, x〉 existe y por (2.1) Se deduce que

ĺım
m,n→∞

‖Tmx− Tnx‖2 = 0.
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En Consecuencia {Tmx} es de Cauchy, por lo tanto, ĺım
n→∞

Tnx existe. Llamemoslo x∗.

Definimos T : H −→ H tal que Tx = x∗, entonces D(T ) = H y además T es inyectiva.

T es lineal (pues ĺım
n→∞

Tn(x− λy) = ĺım
n→∞

Tnx + λ ĺım
n→∞

Tny = Tx + Ty)

Además, como

ĺım
m,n→∞

〈Tmx, Tny〉 = ĺım
m,n→∞

〈Tm+n−δx, y〉

Se deduce que

〈Tx, Ty〉 = 〈Tx, y〉.

Entonces T es un proyección PL.

Ahora si x ∈ M ∩ N , entonces Ux = V x = x, Tnx = x, y Tx = x ∈ L por lo tanto

M ∩N ⊆ L.

Por otro lado UT2i = T2i+1 y V T2i−1 = T2i, si i → ∞ tenemos UT = T y V T = T (ya

que U y V son operadores continuos). Ahora, para cualquier y ∈ H sea Ty = x ∈ L.

Entonces, Ux = UTy = Ty = x ∈ M y V x = V Ty = Ty = x ∈ N . Por lo tanto

x ∈ M ∩N entonces L ⊆ M ∩N . En consecuencia, L = M ∩N .

Finalmente, intercambiando U y V en la argumento anterior se sigue que Σ2 tiene limite

T ′ = PM∩N , entonces T = T ′, por lo que la prueba está completa.

2.2.1. Algoritmo MAP

El Teorema de Von Neumann induce un algoritmo iterativo (Algoritmo 1) para calcu-

lar la proyección en la intersección de dos subespacios cerrados, suponiendo más sencillo

proyectar individualmente sobre cada uno de los subespacios involucrados.

La interpretación geométrica de este método consiste en encontrar la mejor aproxi-

mación al punto x desde A ∩ B, primero se proyecta x sobre A, el elemento que resulta

entonces se proyecta sobre B, y se continúan proyectando los resultados alternadamente

sobre A y B. La sucesión de los elementos generados aśı converge a PA∩B(x). La utilidad

práctica de este procedimiento proviene del hecho de que, en general, resulta mucho más

fácil calcular las proyecciones sobre A o B individualmente que calcular la proyección

sobre A ∩B.
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Algoritmo 1 MAP

Dado x0

Para n = 1, . . . , hasta la convergencia hacer

x0 = x

xn = PBPAxn−1(= (PBPA)nx)

FinPara

El resultado obtenido por Von Neumann fue extendido posteriormente por Halperin,

a una familia finita de subespacio cerrados.

Teorema 2.2. (Halperin 1962). Sean M1,M2, . . . , Mr subespacios cerrados en H y M =

∩r
i=1Mi. Entonces

ĺım
n→∞

(PMrPMr−1 . . . PM2PM1)
n(x) = P∩r

i=1Mi
(x)

para cada x ∈ H.

Demostración. Ver [12]

Cabe mencionar que la demostración del teorema de Halperin requiere aplicar un

método diferente cuando k ≥ 3 que el dado por Von Neumann para el caso k = 2 donde

k es el número de los subespacios involucrados.

En 1983 Frank Deutsch hace la generalización al caso de la intersección de un número

finito de variedades lineales.

Teorema 2.3. (Deutsch, 1983 [8]) Si M1,M2, . . . , Mr son variedades lineales cerradas

en un espacio de Hilbert H. Entonces, para cada x ∈ H.

ĺım
n→∞

(PMrPMr−1 . . . PM2PM1)
n(x) = P⋂r

i=1 Mi
(x)
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2.3. Velocidad de Convergencia

La velocidad de convergencia del Método de Proyecciones Alternantes ha sido estu-

diada por varios autores, entre ellos: Smith, Solmon y Wagner [24], Kayalar y Weinert

[17] y F. Deutsh [11]. En general, la velocidad de convergencia de El MAP es r-lineal y

depende del ángulo entre los subespacios o variedades lineales involucrados.

2.3.1. Velocidad de Convergencia para Proyecciones Alternantes

Caso dos subespacios

En el próximo teorema se demuestra que la velocidad de convergencia del Método

de Proyecciones Alternantes depende del ángulo entre los subespacios involucrados. Del

teorema tenemos que si el ángulo entre los subespacios es pequeño el método se hace

lento. [9].

Teorema 2.4. (Aronszajn 1950): Sean M1 y M2 subespacios cerrados en H y C =

C(M1,M2). Entonces, para cada x ∈ H

‖ (PM2PM1)
n(x)− PM1∩M2(x) ‖≤ C2n−1 ‖ x− PM1∩M2(x) ‖≤ C2n−1 ‖ x ‖

para n = 1, 2, ... por otra parte, la constante C2n−1 es la más pequeña posible.

En la siguiente figura se puede apreciar la dependencia del ángulo en la velocidad de

convergencia para el caso de dos subespacios A y B. En el ejemplo de la figura 2.2 el

método realiza pocas iteraciones para llegar a la solución a diferencia del ejemplo de la

figura 2.3 que converge más lento ya que realiza más iteraciones para llegar a la solución

Caso n subespacios

Smith, Solmon, and Wagner(1977) obtuvieron una cota análoga en el caso de más de

dos subespacios.
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Figura 2.2: Método MAP: Ángulo Grande

Figura 2.3: Método MAP: Ángulo Pequeño

Teorema 2.5. (Smith, Solmon, Wagner 1977 [8]): Sean M1,M2, ..., Mk subespacios cer-

rados en H y Sea M = ∩k
i=1Mi. Entonces, para cada x ∈ H y un entero n ≥ 1

‖ (PMk
PMk−1

· · ·PM1)
n(x)− P∩k

i=1Mi
(x) ‖≤ Cn ‖ x ‖

Donde

C = [1−
k−1∏
i=1

sen2 θi]
1/2

Y θi es el Ángulo entre el subespacio Mi y ∩k
j=i+1Aj

Kayalar y Weinert (1988)[17] dieron una mejor cota que el teorema 2.4, pero mucho

más complicado

Franchetti y Light (1986) [14] demostró que la convergencia en el teorema 2.1 puede

ser arbitrariamente lenta si A+B no es cerrada (es decir si el ángulo entre A y B es



El Método de Proyecciones Alternantes 18

cero). Sin embargo, Gearhart y Koshy (1989) desarrollaron esquemas para acelerar

la convergencia del MAP. Dyer (1965)[7] hab́ıa descrito una técnica para acelerar

la convergencia del método de Kaczmarz.

2.4. Aceleración del Método MAP

Anteriormente se vió que el MAP tiene una velocidad de convergencia lenta cuando

los ángulos entre los subespacios involucrados son pequeños. Se presentarán una de las

técnicas de aceleración más utilizadas con el próposito de encontrar la proyección de un

punto dado sobre la intersección de un número finito de subespacios en un espacio de

Hilbert [12]. Esta aceleración la propone Gearhart y Koshy [15].

Para describir la técnica de aceleración, denotaremos a xk como la k-ésima iteración y

Qxk el próximo iterado después de haber aplicado un ciclo de el Método de Proyecciones

Alternantes es decir Qxk = PMk
PMk−1

· · ·PM2PM1 donde M1,M2, ..., Mk son subespacios

cerrados en H. La idea es, investigar a través de la ĺınea que une los puntos xk y Qxk,

cual es el punto más cercano a la solución Px. Un punto en dicha ĺınea está representado

por:

xk
t = tQxk + (1− t)xk, para cualquier número real t

y denotaremos por tk el valor de t para el cual este punto es el más cercano a Px,

consecuentemente (xk
tk − Px) debe ser ortogonal a (xk −Qxk), es decir

〈xk
tk − Px, xk −Qxk〉 = 0. (2.2)

Además, puesto que Px ∈ M y las proyecciones Pi son autoadjuntas, se tiene que:

〈Px, Qxk〉 = 〈P1 . . . PrPx, xk〉 = 〈Px, xk〉.

Entonces 〈Px, xk −Qxk〉 = 0 y a partir de 2.2 podemos eliminar Px obteniendo

〈xk
tk, x

k −Qxk〉 = 0.
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Resolviendo para tk tenemos:

tk =
〈xk, xk −Qxk〉
‖xk −Qxk‖2

. (2.3)

Y el método de la aceleración se puede entonces describir como sigue: Dado x0 = x ∈ H,

se calcula en cada iteración k, Qxk, aplicando el Método de Proyecciones Alternantes,

luego se calcula tk por 2.3 y se hace xk+1 = xk
tk

continuamente.

2.5. El Método de Kaczmarz

Este método iterativo para encontrar soluciones a los sistemas de ecuaciones lineales

es llamado el método de Kaczmarz puesto que primero fue estudiado por kaczmarz (1937).

Unas de las aplicaciones más importante que trataremos en este trabajo es resolver

el sistema de ecuaciones lineales que se estudiará a continuación.

Consideremos el problema de resolver el sistema de ecuaciones lineales

Ax = b.

Donde A es una matriz real m× n, x ∈ Rn y b ∈ Rm. Este problema puede ser genera-

lizado para cualquier espacio de Hilbert H, encontrando un punto (si la solución existe)

en la intersección de los m hiperplanos o variedades lineales cerradas, dado por:

Hi = {x ∈ H : 〈ai, x〉 = bi}.

Donde ai = (ai1, ai2, . . . , aim) ∈ Rm, x ∈ Rm y bi ∈ R i = 1, · · · , k.

Encontrar una solución de Ax = b es equivalente a encontrar un punto en la
⋂k

i=1 Hi(x).

Para encontrar tal punto, fije un iterado inicial x0 ∈ Rm arbitrario e inductivamente se

define

xn = (PHk
PHk−1

. . . PH2PH1)
n(x)xn−1 (n=1,2,...)

Entonces el Método de Proyecciones Alternantes implica que

xn −→ P⋂k
i=1 Hi

(x0) =: y0.
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Esto es; “y0” sastiface la ecuación Ax = b, donde y0 ∈ Rm es la solución.

Note que ai es ortogonal a Hi. Más aun si z 6∈ Hi, la proyección sobre Hi viene dada

por la siguiente expresión:

PHi
(z) = z +

bi − 〈ai, z〉
〈ai, ai〉 ai

Observación del Método de Kaczmarz

1. Por ser un método “Row-Action” trabaja solamente con una fila por cada iteración.

2. Para matrices “Sparse” el cálculo de PH,z tiene un bajo costo computacional.

Siguiendo la idea del MAP, a partir de un x0 ∈ H arbitrario, un paso t́ıpico de el

Método de Kaczmarz, puede describirse como

xk+1 = xk + wk(PHik
(xk)− xk)

Donde 0 < ε ≤ wk ≤ 2 − ε < 2, para todo k y para un ε pequeño dado. Además, se

sabe que la solución converge al punto más cercano, en el conjunto solución x0. Más aún,

si el sistema tiene muchas soluciones, los iterados convergen a la solución de la norma

mı́nima, si x0 está en el espacio del rango de AT .

Este método fue propuesto originalmente por Kaczmarz, quien estableció la conver-

gencia de matrices cuadradas no singulares con wk = 1 para todo k. Tanabe [25] ex-

tendió el análisis para sistemas inconsistentes; Hernan, Lent y Luts [18] introdujeron los

parámetros de relajación. Muchos otros autores han dado generalizaciones y extensiones

del método de Kaczmarz. Más adelante en este trabajo se mostrará una extensión que

nosotros proponemos y se desarrollará para acelerar dicho método.



El Método de Proyecciones Alternantes 21

2.6. Áreas de Aplicación

En esta sección mencionaremos las diferentes áreas de matemáticas donde el MAP

ha desempeñado un papel importante. Hemos dado ya algunos detalles de cómo el MAP

se puede utilizar para solucionar ecuaciones lineales en la sección anterior (método de

Kaczmarz) Enumeramos las diversas áreas del uso del método junto con algunos de los

muchos autores que han contribuido a estos estudios.

1. Solución de Ecuaciones Lineales. Kaczmarz[8] , Tanabe [25] , Herman, Lent

and Luts [18], Eggermont, Herman and Lent .

2. Probabilidad y Estad́ıstica. Wiener y Masani [27] han utilizado el MAP en la

teoŕıa lineal de la predicción. Burkholder y Chow [4] estudiaron cuando la conver-

gencia de la norma en L2(µ) para el MAP podŕıa ser sustituido por la convergencia

en casi todo punto.

3. Problema de Dirichlet. Schwarz [22] Describió lo que él llamó el “Alternierende

Verfahren” ( = Método alternante) para solucionar el problema de Dirichlet en una

región irregular en el plano que es la unión de regiones regulares.

4. Cálculos del Núcleo de Bergman En 1983 Skwarcsynski [23] demostró cómo

utilizar el MAP para calcular el núcleo de Bergman para los espacios de Hilbert

L2(D).

5. Aproximación de funciones Multivariable. Deutsch [8] .

6. Sistema de ecuaciones no lineales. Martinez [19] .

7. Restauración de Imágenes René Escalante utilizó algoritmos numéricos para

el problema de restauración de imágenes usando el Método de las Proyecciones

Alternantes. [13] .



Caṕıtulo 3

Métodos tipo Gradiente

3.1. Introducción

En este caṕıtulo introduciremos algunos métodos para resolver problemas de mini-

mización. Estos métodos estan basados en tomar el negativo del gradiente como dirección

de búsqueda, por esa razón se les denomina métodos de tipo gradiente. En particular,

nos interesa la forma de estos métodos de minimización en el caso particular donde q es

una función cuadrática. Es decir que puede ser escrita como:

q(x) =
1

2
xtAx− btx + c (3.1)

donde A ∈ Rn×n, es una matriz simétrica, los vectores x, b ∈ Rn y la constante c ∈ R.

Este caṕıtulo está basado en el libro [20].

3.1.1. Direcciones de Descenso

Dada una función continuamente diferenciable f : Rn → R, se dice que una dirección

d ∈ Rn es de descenso a partir de un punto x ∈ Rn si

∇f(x)td < 0.

22



Métodos tipo Gradiente 23

Si ∇f(x) 6= 0 entonces x no es un minimizador y por ende en cualquier entorno alrededor

de x existe z ∈ Rn tal que f(z) < f(x).

Lema 3.1. Sean f : Rn → R, f ∈ C1(Rn), x ∈ Rn tal que ∇f(x) 6= 0, y d ∈ Rn tal que

∇f(x)td < 0. Entonces existe α > 0 tal que f(x + αd) < f(x) para todo α ∈ (0, α]

Demostración. Definamos φ(α) = f(x + αd). Claramente φ(0) = f(x) y φ′(0) =

∇f(x)td < 0. Sin embargo por definición

φ′(0) = ĺım
α→0+

φ(α)− φ(0)

α

Entonces para α > 0 suficientemente pequeño el signo de φ′(0) y de (φ(α)−φ(0)) es igual,

y por lo tanto (φ(α)−φ(0)) < 0 para todo α ∈ (0, α]. En consecuencia, f(x+αd) < f(x)

para todo α ∈ (0, α].

Por el lema 3.1.1, se puede definir una familia muy amplia de método iterativos para

encontrar puntos mı́nimos, cuya iteración k viene dada por

xk+1 = xk + αkdk,

donde dk es una dirección de descenso y αk es una longitud de paso que garantiza cierto

tipo de descenso en la función objetivo. Diferentes formas de escoger dk y diferentes

poĺıticas de descenso en f producen diferentes métodos.

El conjunto de direcciones de descenso a partir de un punto x es siempre no vaćıo, ya

que al menos podemos definir la dirección d = −∇f(x). Mas aún, esta dirección conocida

como la dirección de gradiente negativo, es la que garantiza más rápido descenso local

de la función f . En efecto, d = −∇f(x)/‖∇f(x)‖ resuelve el problema de optimización:

minimizar ∇f(x)td sujeto a que d ∈ Rn y ‖d‖2 = 1.

3.2. Método de Cauchy

El método de Cauchy utiliza la dirección del gradiente negativo y longitud de paso

dada por:

αk = mı́n
α>0

f(xk − αkgk).
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Introducimos la notación gk = ∇f(x) = Axk − b , ∇2f(xk) = A, El método de Cauchy

aplicado en el caso en que f(x) es una cuadrática 3.1 se puede escribir como:

xk+1 = xk − αkgk,

expĺıcitamente se puede determinar que la longitud de paso αk viene por:

αk =
gt

kgk

gt
kAgk

.

El algoritmo viene dado por:

Algoritmo 2 Cauchy

Entrada: x(0), A, b,M

Salida: 0, x(0)

Para k = 0, 1, 2, ..., M − 1 hacer

1. v(k) ← b− Axk

2. tk ← 〈vk,vk〉
〈vk,Avk〉

3. xk+1 ← xk + tkv
k

Salida: k + 1, xk+1

FinPara

El método de mı́nimo descenso es raramente usado en el problema 3.1 por su lentitud.

A continuación se muestra el recorrido del método del mı́nimo descenso en una cuadrática.
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Figura 3.1: Interpretación geométrica del mı́nimo descenso

3.3. Barzilai-Borwein

Consideremos ahora la aplicación del método del gradiente espectral al problema

general de minimización sin restricciones:

mı́n
x∈Rn

f(x) (3.2)

donde f : Rn → R. cada iteración del método se define como:

xk+1 = xk − 1

αk

gk, (3.3)

donde αk viene dado por

αk =
st

k−1yk−1

st
k−1sk−1

, (3.4)

donde sk−1 = xk − xk−1 y yk−1 = gk − gk−1.

La dirección de búsqueda es siempre la dirección de gradiente negativo, sin embargo

la longitud de paso no es la clásica asociada al método de mı́nimo descenso, también

conocido como método de Cauchy. En efecto Barzilai y Borwein observan que esta es-

cogencia de la longitud de paso requiere mucho menos trabajo computacional y acelera

fuertemente la convergencia del método del gradiente en el caso de funciones cuadráticas

convexas. Más aún, este método es nomonótono, es decir, no garantiza descenso en la fun-

ción objetivo en cada iteración. En 1988, Barzilai y Borwein usando teoŕıa de números,

presentan un análisis de convergencia en el caso de funciones cuadráticas en solo dos

variables. Más adelante , Raydan establece convergencia global en el caso de funciones
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cuadráticas estrictamente convexas con cualquier número de variables. Este resultado se

extiende un poco después al caso de cuadráticas convexas (no necesariamente convexas)

por Friedlander, Martinez y Raydan.

3.4. Método del Gradiente Espectral

Con el deseo de resolver problemas de minimización sin restricciones, consideremos el

siguiente problema asociado.

encontrar x∗ ∈ Rn tal que ∇f(x∗) = 0. (3.5)

donde f : Rn → R es la función diferenciable a la cual se le desea encontrar mı́nimos

locales. La solución numérica del sistema de ecuaciones no lineales 3.5 es obtenida, ge-

neralmente, mediante un esquema iterativo, moviéndose en cada iteración de un estimado

xk de x∗ a un mejor estimado xk+1. En muchos algoritmos, cada iteración envuelve el

cálculo de un paso Casi-Newton SNC = −A−1
k ∇f(xk), donde Ak ∈ Rn×n es una aproxi-

mación del Hessiano de f en xk. Al finalizar cada iteración, Ak se actualiza y se obtiene

Ak+1, una aproximación del Hessiano de f en xk+1. Esta aproximación, usualmente, se

escoge de forma tal que sastifaga la ecuación de la secante,

Ak+1sk = yk, (3.6)

donde sk = xk+1 − xk y yk = gk+1 − gk, donde gk = ∇f(xk).

En el caso unidimensional, la ecuación de la secante define completamente el valor

de Ak+1; sin embargo, si n > 1, muchas matrices satisfacen la ecuación de la secante.

Por lo tanto, además de sastifacer 3.6, la matriz Ak+1 debe restringirse a un conjun-

to de matrices que posean propiedades deseables (simétricas, positivo definidas, etc.).

La propiedad fundamental que caracteriza a los métodos espectrales está basada en la

siguiente observación: el escalar αk+1 ∈ R que resuelve de forma única el sistema lineal

sobredeterminado yk = αk+1sk, en el sentido de los mı́nimos cuadrados, está dado por

αk+1 =
st

kyk

st
ksk

(3.7)
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si sk 6= 0. Es decir, restringiendo la matriz Ak+1 a la familia de múltiplos escalares de

la identidad y exigiendo que la ecuación de la secante se satisfaga en el sentido de los

mı́nimos cuadrados, se obtiene el siguiente algoritmo:

Algoritmo 3 Gradiente Espectral

Dados x0 ∈ Rn y α0 ∈ R

Para k = 1, . . . , hasta la convergencia hacer

1. sk = − 1
αk

gk

2. xk+1 = xk + sk

3. yk = gk+1 − gk

4. αk+1 =
st
kyk

st
ksk

FinPara

3.4.1. Caso Cuadrático

Si consideramos el problema 3.5 cuando q(x) = 1
2
xtAx − btx + c es una función

cuadrática y A es una matriz simétrica y PD, entonces αk+1 en 3.7 se escribe como

αk+1 =
st

kAsk

st
ksk

=
gt

kAgk

gt
kgk

. (3.8)

Es importante notar que, en el método del gradiente espectral, la dirección de búsque-

da en cada iteración es siempre el gradiente negativo de q en xk, tal como sucede en el

método de mı́nimo descenso. Sin embargo, en el cado cuadrático, el algoritmo se trans-

formaŕıa en el método clásico del gradiente (método de Cauchy) si en lugar de escoger

αk+1 como en 3.8, lo escogiésemos como

αk+1 =
gt

k+1Agk+1

gt
k+1gk

. (3.9)
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El método del gradiente espectral es mucho más rápido que el método de mı́nimo

descenso al mismo costo computacional. [20].

Algoritmo 4 Método del Gradiente

Dados x0 ∈ Rn

Para k = 1, . . . , hasta la convergencia hacer

1. Escoger longitud de paso 1
αk

2. sk = − 1
αk

gk

3. xk+1 = xk + sk

FinPara

Tanto el método del mı́nimo descenso como el método del Gradiente Espectral son

casos particulares del Algoritmo 3. Solo se diferencia en la forma de escoger el αk

3.5. Método Gradiente Proyectado

El método del gradiente proyectado se utiliza en problemas de minimización con

restricciones.

mı́n
x∈Ω

f(x), (3.10)

donde f : Rn → R y Ω es un convexo cerrado.

El algoritmo de gradiente proyectado supone que es práctico y de bajo costo calcular

la proyección sobre Ω, y se escribe como

x0 ∈ Ω

xk+1 = xk + αk(xk − xk)

donde xk = PΩ(xk − λk∇f(x)).
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En el caso particular donde Ω es un subespacio cerrado, entonces el operador de proyec-

ción sobre Ω es un operador lineal, suponiendo xk ∈ Ω, k = 1, .., y el método queda

como:

xk+1 = xk − αkPΩ(∇f(x)).

La elección del tamaño de paso αk puede hacerse mediante diferentes criterios. El método

clásico de gradiente proyectado utiliza la selección de Cauchy para αk, es decir αk es tal

que:

f(xk − αk∇f(xk)) = mı́n
α≥0

f(xk − α∇f(xk)).

Como sabemos, en el caso cuadrático, este tamaño de paso corresponde a

αk =
gt

kgk

gt
kHgk

donde gk = ∇f(xk), H = ∇2f(x)

3.6. Método del Gradiente Espectral Proyectado

El Método del Gradiente Espectral Proyectado [3] surgió de la unión de la idea

nomonótona de Barzila-Borwein (espectral) con las estratégias clásicas del gradiente

Proyectado. Este método es aplicable a los problemas convexos limitada en la que la

proyección sobre un conjunto factible es fácil de calcular. Desde su aparición, el método

ha sido utilizado intensamente en muchas aplicaciones.

Raydan et al. proponen realizar la escogencia del tamaño de paso αk según el méto-

do Gradiente Espectral en vez de la escogencia Cauchy. Este método se conoce como

Gradiente Espectral Proyectado.

El método del gradiente espectral proyectado tiene como objetivo minimizar f en un

conjunto cerrado y convexo Ω. El método tiene la forma:

xk+1 = xk + αkdk. (3.11)

La dirección de búsqueda dk ésta definido como:

dk = P (xk − 1

σk

∇f(xk))− xk, (3.12)
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Donde P es la proyección Euclideana sobre ω. La dirección dk es una dirección de descenso,

lo que significa que, si dk 6= 0, se tiene que f(xk + αdk) ¿ f(xk) para α suficientemente

pequeño. Esto significa que en principio se podŕıa definir la convergencia del método

imponiendo disminución suficiente en cada iteración. Sin embargo, esto lleva a desastrosos

resultados prácticos. Por esta razón, los métodos espectrales emplean una búsqueda lineal

nomonótona que no impone disminución funcional en cada iteración.



Caṕıtulo 4

MAP Acelerado con Optimización

4.1. Introducción

Cuando el ángulo entre los subespacios es “pequeño”, el método de Proyecciones

Alternantes puede tener convergencia “lenta”. Esto significa un alto costo computacional

ya que es necesario realizar muchas iteraciones del método para conseguir una buena

aproximación. Diversos esquemas de aceleración han sido utilizados. Podemos citar los

esquemas de aceleración de Pierro y Iusem [6], Gearhart y Koshy [15] y más recientemente

los esquemas de H. Bauschke , F. Deutsch [2], de Censor [5] y de Smolarski y Appleby

[1]. En este caṕıtulo presentaremos un esquema para acelerar la convergencia del MAP

desde el punto de vista de optimización con el fin de encontrar la proyección de un punto

dado sobre la intersección de dos subespacios en un espacio de Hilbert.

4.2. Preliminares

Sea H un espacio de Hilbert, y sea P un operador lineal en H. Definimos la función

q(x) =
1

2
‖Px‖2.

31



MAP Acelerado con Optimización 32

Calculamos el gradiente ∇q(x), definiendo para d ∈ H dado la función auxiliar,

g(t) = q(x + td) =
1

2
〈P (x + td), P (x + td)〉 (4.1)

=
1

2

(‖Px‖2 + 2t〈Px, Pd〉+ t2‖Pd‖2
)
. (4.2)

Derivamos la función auxiliar,

g′(t) = 〈Px, Pd〉+ t‖Pd‖2

g′(0) = 〈Px, Pd〉

Luego 〈∇q(x), d〉 = g′(0), por lo tanto,

∇q(x) = P ∗P (x),

con P ∗ el operador adjunto de P .

Para calcular la Hessiana, derivamos de nuevo,

g′′(t) = ‖Pd‖2 = 〈Pd, Pd〉.

Como g′′(0) = 〈d,∇2q(x)d〉, en consecuencia tenemos que la Hessiana en este caso es una

constante dada por el operador

∇2q(x) = P ∗P.

En el caso particular donde P sea el operador de proyección en un subespacio, entonces

P es idempotente y autoadjunta, por lo tanto,

∇q(x) = Px,

y además

∇2q(x) = P.
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4.3. El método de Von-Neumann desde el punto de

vista de optimización

Sean M,N subespacios de un espacio de Hilbert H. Y sean PM y PN los operadores de

proyección ortogonal sobre M y N respectivamente. Nos interesamos ahora en el siguiente

problema de optimización con restricciones:

mı́n
x∈M

f(x), (4.3)

donde f(x) = 1
2
‖x− PN(x)‖2 y PN es el operador de proyección ortogonal sobre N .

Consideremos el método de Gradiente Proyectado:

xk+1 = PM(xk − αk∇f(x)), para k = 0, . . . , (4.4)

x0 ∈ M.

Como sabemos,∇f(x) = x−PN(x), y como todos los iterados xk ∈ M entonces PM(xk) =

xk, por ende el método de Gradiente Proyectado puede re-escribirse como:

xk+1 = xk − αkPM∇f(x)

= xk − αkPMP⊥
N xk. (4.5)

En el caso particular α ≡ 1 el método (4.5) corresponde al método de Proyecciones

Alternantes propuesto por Von-Neumann [26].

4.4. Equivalencia Koshy-Gearhart con Gradiente Proyec-

tado

En el esquema propuesto por Gearhart y Koshy explicado en el caṕıtulo 2 se tiene

que:

xk+1 = tkQxk + (1− tk)xk.

Para M y N subespacios y Q = PMPN
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xk+1 = xk − tkxk + tkPMPNxk

= xk − tk(xk − PMPNxk)

= xk + tk(PMPNxk − xk)

= xk − tk(PMP⊥
N xk). (4.6)

Veamos como es el parámetro de aceleración t

tk =
〈xk, xk −Qxk〉
‖xk −Qxk‖2

=
〈xk, xk − PMPNxk〉
‖xk − PMPNxk‖2

=
〈xk, PMxk − PMPNxk〉
‖PMxk − PMPNxk‖2

=
〈xk, PM(xk − PN)xk〉

‖PMP⊥
N xk‖2

=
〈xk, PMP⊥

N xk〉
‖PMP⊥

N xk‖2
. (4.7)

Como la ecuación (4.6) es equivalente a la ecuación (4.5) si, el parámetro αk = tk

es escogido como el método de gradiente proyectado (escogencia de Cauchy), entonces

hemos demostrado que el esquema de aceleración propuesto por Koshy y Gearhart [15]

es equivalente en el caso de dos subespacios al Método del Gradiente Proyectado en el

problema 4.3.

Por lo tanto, según la escogencia del parámetro αk en el Método del Gradiente Proyec-

tado pueden obtenerse los siguientes esquemas de Proyecciones Alternantes como se mues-

tra a continuación:
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α fijo





α = 1 Von Neumann

xk+1 = PMPNxk

α = 2 Reflexión - Proyección

xk+1 = PMRNxk , RN = 2PA − I

α variable





αk =
〈xk,PMP⊥N xk〉
‖PMP⊥N xk‖2 Koshy - Gearhart

corresponde a la escogencia Cauchy

4.5. Propuestas del tamaño de paso αk

Basado en lo anterior en este trabajo proponemos otras escogencia para el tamaño

de paso en la aceleración del Método de Proyecciones Alternantes. En [20] Raydan et

al. propone la utilización del Método del Gradiente Espectral Proyectado para resolver

el problema de minimización de funciones cuadráticas sobre un conjunto convexo, que

es el caso del problema de minimización con restricciones de la ecuación 4.3. El Método

del Gradiente Espectral como se explicó anteriormente utiliza la misma dirección de

búsqueda del Método de Gradiente Proyectado y vaŕıa en la escogencia del tamaño de

paso αk. Asi mismo, se proponen igualmente otras selecciones intuitivas del tamaño de

paso αk para su experimentación.

Los tamaños de paso que se proponen son los siguientes:

αk =
‖xk − xk−1‖2

〈xk − xk−1, P⊥
N (xk − xk−1)〉

que corresponde al Método del Gradiente Espectral Proyectado y su equivalente es:

αk =
〈PMP⊥

N xk−1, PMP⊥
N xk−1〉

〈PMP⊥
N xk−1, P⊥

N PMP⊥
N xk−1〉 .
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También proponemos probar:

αk





〈PMP⊥
N xk, PMP⊥

N xk〉
〈PMP⊥

N xk, P⊥
N PMP⊥

N xk〉
〈P⊥

N xk, P
⊥
N xk〉

〈PMP⊥
N xk, P⊥

N xk〉 .

El siguiente algoritmo se utilizará en el siguiente caṕıtulo para la experimentación

numérica utilizando diversos tamaño de pasos αk propuestos.

Algoritmo 5 General

Dados x0 ∈ M y αk ∈ R

Para k = 1, . . . , hasta la convergencia hacer

Calcular sk = −αkPMP⊥
N xk

Calcular xk+1 = xk + sk

Escoger la longitud de paso αk propuestas

Si ‖x− PNxk‖F < tol entonces parar

FinPara



Caṕıtulo 5

Experimentación Numérica

En este caṕıtulo, haremos algunos experimentos para hallar la proyección de un punto

x0 dado, en la intersección de dos subespacios cerrados M y N . En esta experimentación

observaremos el comportamiento de las iteraciones de los diferentes esquemas de ace-

leración propuestos y los compararemos con los esquemas clásicos de MAP y la ace-

leración propuesta por Koshy-Gearhart. En los experimentos que realizaremos, los sub-

espacios en cuya intersección vamos a proyectar son subespacios de un espacio vectorial

de matrices (los vectores pertenecen a Rn×n).

Los subespacios vectoriales de Rn×n con los que trabajaremos son:

1. {A ∈ Rn×n/A = At} (Subespacio de las matrices simétricas). Donde el operador de

proyección “en la norma de Frobenius”viene dada por:

P (A) =
A + At

2
.

2. {A ∈ Rn×n/a(1, 1) = a(n, 1) = a(1, n) = a(n, n) = 0}. Donde el operador de

37
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proyección “en la norma de Frobenius”viene dada por:

P (A) =




0 a(1,2) · · · a(1,n−1) 0

a(2,1) a(2,2) · · · a(2,n−1) a(2,n)

... · · · ...

a(n−1,1) · · · · · · a(n−1,n)

0 a(n,2) · · · a(n,n−1) 0




.

3. {A ∈ Rn×n/a(i, j) = 0 para todo i > j (i, j = 1, ..., n)}. (Subespacio de las ma-

trices triangulares superiores). Donde el operador de proyección “en la norma de

Frobenius”viene dada por:

P (A) =




a(1,1) a(1,2) a(1,3) · · · a(1,n)

0 a(2,2) a(2,3) · · · a(2,n)

0 0 a(3,3) · · · a(3,n)

...
. . . a(n−1,n)

0 0 · · · a(n,n)




.

4. {A ∈ Rn×n/a(j, n+1
2

) = promedio para todo j = 1, ..., n. n; impar, donde promedio =
∑n

i=1 a(i, n+1
2

)

n
}. Donde el operador de proyección “en la norma de Frobenius”viene

dada por:

P (A) =




a(1,1) a(1,2) · · · promedio a(1, n+1
2

+1) · · · a(1,n)

a(2,1) a(2,2) · · · promedio a(2, n+1
2

+1) · · · a(2,n)

...
...

...

a(n,1) a(n,2) · · · promedio a(n, n+1
2

+1) · · · a(n,n)




.
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5. {A ∈ Rn×n/a(n+1
2

, j) = promedio para todo j = 1, ..., n. n; impar, donde promedio =
∑n

i=1 a(n+1
2

,i)

n
}. Donde el operador de proyección “en la norma de Frobenius”viene

dada por:

P (A) =




a(1,1) a(1,2) · · · · · · a(1,n)

a(2,1) a(2,2) · · · · · · a(2,n)

...
...

a(n+1
2
−1,1) · · · · · · a(n+1

2
−1,n)

promedio promedio · · · · · · promedio

a(n+1
2

+1,1) · · · · · · a(n+1
2

+1,n)

...
...

a(n,1) a(n,2) · · · · · · a(n,n)




.

6. {A ∈ Rn×n/a(j, n+1
2

) = a(n+1
2

, k) = promedio para todo k, j = 1, ..., n. n; impar

donde promedio =
∑n

i=1 a(i, n+1
2

)+
∑n

i=1 a(n+1
2

,i)

2n
}. Donde el operador de proyección “en

la norma de Frobenius”viene dada por:

P (A) =




a(1,1) a(1,2) · · · promedio a(1, n+1
2

+1) · · · a(1,n)

a(2,1) a(2,2) · · · promedio a(2, n+1
2

+1) · · · a(2,n)

...
...

...

promedio promedio · · · ... · · · promedio
...

...
...

a(n,1) a(n,2) · · · promedio a(n, n+1
2

+1) · · · a(n,n)




.

7. {A ∈ Rn×n/a(1, j) = promedio1, a(n+1
2

, k) = promedio2 para todo k, j =

1, ..., n. n; impar donde promedio1 =
∑n

i=1 a(1,i)

n
, promedio2 =

∑n
i=1 a(n+1

2
,i)

n
}. Donde
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el operador de proyección “en la norma de Frobenius”viene dada por:

P (A) =




promedio1 promedio1 · · · · · · promedio1

a(2,1) a(2,2) · · · · · · a(2,n)

...
...

a(n+1
2
−1,1) · · · · · · a(n+1

2
−1,n)

promedio2 promedio2 · · · · · · promedio2

a(n+1
2

+1,1) · · · · · · a(n+1
2

+1,n)

...
...

a(n,1) a(n,2) · · · · · · a(n,n)




.

Los parámetros del tamaño de paso con los cuales haremos la experimentación son

los propuestos del caṕıtulo anterior que son:

αk





‖xk − xk−1‖2

〈xk − xk−1, P⊥
N (xk − xk−1)〉 Gradiente Espectral Proyectado (GEP)

〈PMP⊥
N xk, PMP⊥

N xk〉
〈PMP⊥

N xk, P⊥
N PMP⊥

N xk〉 (a)

〈P⊥
N xk, P

⊥
N xk〉

〈PMP⊥
N xk, P⊥

N xk〉 (b).

Y además haremos la comparación con el MAP propuesto por Von Neumann y la

aceleración propuesta por Koshy-Gearhart.

El parámetro de Koshy-Gearhart calculado en el caṕıtulo 4 viene dado por:

αk =
〈xk, PMP⊥

N xk〉
‖PMP⊥

N xk‖2
.

Ahora bien,

〈xk, PMP⊥
N xk〉

‖PMP⊥
N xk‖2

=
〈PMxk, P

⊥
N xk〉

〈PMP⊥
N xk, PMP⊥

N xk〉 por ser PM autoadjunto

=
〈xk, P

⊥
N xk〉

〈PMP⊥
N xk, P⊥

N xk〉 ya que PM autoadjunto e idempotente

=
〈P⊥

N xk, P
⊥
N xk〉

〈PMP⊥
N xk, P⊥

N xk〉 ya que P⊥
N autoadjuto e idempotente. (5.1)
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Anaĺıticamente hemos demostrado en 5.1 que (b) es equivalente al método de Koshy-

Gearhart. Sin embargo, como muestra los resultados numéricos el cálculo del coeficiente

αk según la fórmula αk =
〈xk,PMP⊥N xk〉
‖PMP⊥N xk‖2 presenta algunos problemas numéricos en el expe-

rimento 3 y 4 y que no sucede con el coeficiente calculado según (b).

En todo método iterativo es necesario especificar mediante ciertas condiciones cuando

hay que detener el proceso. El criterio de parada utilizado tiene en cuenta dos factores:

1. La solución encontrada satisface los requerimientos de precisión (tolerancia). Se

fijó una tolerancia de 1× 10−8.

2. La cantidad de iteraciones empleadas supera el máximo establecido.

Para el primer criterio, como cada iterado xk ∈ M entonces el criterio de parada

del algoritmo puede tomarse como la distancia entre el iterado y su proyección sobre el

subespacio N y utilizando la norma de Frobenius, es decir:

‖x− PNxk‖F (5.2)

Se muestra graficamente la distancia al cual se minimizará en la figura 5.1.

Figura 5.1: Distancia a minimizar

Para el segundo criterio el máximo número de iteraciones que establecimos es de

5000, el cual consideramos que el algoritmo no converge si pasa el dicho ĺımite número

de iteraciones.
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Las matrices A ∈ Rn×n fueron generadas en Matlab aleatoriamente. Los algoritmos

requeridos para realizar la pruebas numéricas se desarrollaron en Matlab 7.0 y han sido

efectuados con un computador Intel Core Duo 1.86 GHz 2Gb de RAM con Windows XP.

5.1. Experimentos

A continuación muestra el comportamiento de las convergencias en una tabla y gráfi-

camente, donde el eje de ordenadas es el error de la solución y el eje de abcisas son las

iteraciones realizadas por los métodos.
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5.1.1. Experimento 1

xk+1 = xk − αkPMP⊥
N xk

M := {A ∈ Rn×n/a(i, j) = 0 para todo i > j (i, j = 1, ..., n)}. (Subespacio de las

matrices triangulares superiores).

N := {A ∈ Rn×n/a(j, n+1
2

) =
∑n

i=1 a(i, n+1
2

)

n
para todo j = 1, ..., n; n impar}.

Iteraciones

Orden MAP, αk = 1 αk = 2 Koshy-Gearhart GEP (a) (b)

5× 5 45 no converge 16 3 20 16

25× 25 36 no converge 22 3 23 22

49× 49 36 no converge 23 3 22 23

81× 81 36 no converge 22 3 23 22

Figura 5.2: matriz 5× 5 Figura 5.3: matriz 25× 25

En las gráficas y en las tablas para el experimento 1 se observa:

Koshy-Gearhart se comporta igual en este experimento a (b) lo que corresponde

con el análisis teóricos en la parte anterior.

Se puede evidenciar que el método GEP converge en pocas iteraciones a la tol

independientemente del orden de la matriz.



Experimentación Numérica 44

Figura 5.4: matriz 49× 49 Figura 5.5: matriz 81× 81

El método con αk = 2 (fijo) no converge.

Los parámetros propuestos GEP, (a) y (b) aceleran el MAP.
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5.1.2. Experimento 2

xk+1 = xk − αkPMP⊥
N xk

M := {A ∈ Rn×n/a(i, j) = 0 para todo i > j (i, j = 1, ..., n)}. (Subespacio de las

matrices triangulares superiores).

N := {A ∈ Rn×n/a(j, n+1
2

) = a(n+1
2

, k) = promedio para todo k, j = 1, ..., n. n impar

donde promedio =
∑n

i=1 a(i, n+1
2

)+
∑n

i=1 a(n+1
2

,i)

2n
}.

Iteraciones

Orden MAP, αk = 1 αk = 2 Koshy-Gearhart GEP (a) (b)

5× 5 46 no converge 19 3 16 21

25× 25 37 no converge 23 3 23 16

50× 50 36 no converge 23 3 22 23

100× 100 36 no converge 23 3 23 22

Figura 5.6: matriz 5× 5 Figura 5.7: matriz 25× 25

En las gráficas y en las tablas para el experimento 2 se observa:

Se puede evidenciar que el método GEP converge en pocas iteraciones a la tol

independientemente del orden de la matriz.

El método con αk = 2 (fijo) no converge.
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Figura 5.8: matriz 49× 49
Figura 5.9: matriz 81× 81

Se observa que a mayor orden de la matriz los parámetros de Koshy-Gearhart, (a)

y (b) se comportan igual

Los parámetros de GEP, (a) y (b) aceleran la convergencia.
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5.1.3. Experimento 3

xk+1 = xk − αkPMP⊥
N xk

M := {A ∈ Rn×n/A = At} (Subespacio de las matrices simétricas).

N := {A ∈ Rn×n/a(j, n+1
2

) =
∑n

i=1 a(i, n+1
2

)

n
para todo j = 1, ..., n; n impar}.

Iteraciones

Orden MAP, αk = 1 αk = 2 Koshy-Gearhart GEP (a) (b)

5× 5 32 98 47 8 18 17

25× 25 34 545 158 8 20 18

49× 49 34 1001 2096 7 9 8

81× 81 34 1782 2852 7 16 13

Figura 5.10: matriz 5× 5 Figura 5.11: matriz 25× 25

En las gráficas y en las tablas para el experimento 3 se observa:

A pesar que se hab́ıa probado que el parámetro (b) y Koshy-Gearhart son equiva-

lentes, su gráfica difiere después de una cierta cantidad de iteraciones, se presume

que esto se debe a problemas numéricos en el cálculo de dicho parámetro.

Se puede evidenciar que el método GEP converge en pocas iteraciones a la tol

independientemente del orden de la matriz.



Experimentación Numérica 48

Figura 5.12: matriz 49× 49 Figura 5.13: matriz 81× 81

El método con αk = 2 (fijo) no converge.

Los parámetros de GEP, (a) y (b) aceleran la convergencia.
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5.1.4. Experimento 4

xk+1 = xk − αkPMP⊥
N xk

M : {A ∈ Rn×n/A = At} (Subespacio de las matrices simétricas).

N : {A ∈ Rn×n/a(n+1
2

, j) =
∑n

i=1 a(n+1
2

,i)

n
para todo j = 1, ..., n; n impar}.

Iteraciones

Orden MAP, αk = 1 αk = 2 Koshy-Gearhart GEP (a) (b)

5× 5 32 98 120 8 18 18

25× 25 34 532 212 8 15 13

49× 49 34 947 1978 5 7 6

81× 81 35 1750 2693 7 12 11

Figura 5.14: matriz 5× 5 Figura 5.15: matriz 25× 25

En las gráficas y en las tablas para el experimento 4 se observa:

Al igual que en el experimento anterior sucede que en Koshy-Gearhart y (b) su

gráfica difiere después de una cierta cantidad de iteraciones, a pesar que se habia

demostrado anaĺıticamente que son equivalente, se presume que esto se debe a

problemas numéricos en el cálculo de dicho parámetro.
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Figura 5.16: matriz 49× 49 Figura 5.17: matriz 81× 81

Se puede evidenciar que el método GEP converge en pocas iteraciones a la tol

independientemente del orden de la matriz.

El método con αk = 2 (fijo) no converge.

Los parámetros de GEP, (a) y (b) aceleran la convergencia.
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5.1.5. Experimento 5

xk+1 = xk − αkPMP⊥
N xk

M := {A ∈ Rn×n/a(i, j) = 0 para todo i > j (i, j = 1, ..., n).} (Subespacio de las

matrices triangulares superiores).

N := {A ∈ Rn×n/a(1, j) = promedio1, a(n+1
2

, k) = promedio2 para todo k, j =

1, ..., n. n; impar donde promedio1 =
∑n

i=1 a(1,i)

n
, promedio2 =

∑n
i=1 a(n+1

2
,i)

n
}.

Iteraciones

Orden MAP, αk = 1 αk = 2 Koshy-Gearhart GEP (a) (b)

5× 5 46 no converge 37 3 28 26

25× 25 36 no converge 387 3 20 23

49× 49 35 no converge 623 3 18 21

81× 81 36 no converge 461 3 20 22

Figura 5.18: matriz 5× 5 Figura 5.19: matriz 25× 25

En las gráficas y en las tablas para el experimento 5 se observa:

Al igual que en el experimento anterior sucede que en Koshy-Gearhart y (b) su

gráfica difiere después de una cierta cantidad de iteraciones, a pesar que se habia

demostrado anaĺıticamente que son equivalente, se presume que esto se debe a

problemas numéricos en el cálculo de dicho parámetro.
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Figura 5.20: matriz 49× 49 Figura 5.21: matriz 81× 81

Se puede evidenciar que el método GEP converge en pocas iteraciones a la tol

independientemente del orden de la matriz.

El método con αk = 2 (fijo) no converge.

Los parámetros de GEP, (a) y (b) aceleran la convergencia.

5.1.6. Experimento 6

xk+1 = xk − αkPMP⊥
N xk

M : {A ∈ Rn×n/a(1, 1) = a(n, 1) = a(1, n) = a(n, n) = 0}.
N : {A ∈ Rn×n/a(i, j) = 0 para todo i > j (i, j = 1, ..., n)}. (Subespacio de las

matrices triangulares superiores)

Iteraciones

Orden MAP, αk = 1 αk = 2 Koshy-Gearhart GEP (a) (b)

5× 5 1 no converge 1 1 1 1

25× 25 1 no converge 1 1 1 1

50× 50 1 no converge 1 1 1 1

100× 100 1 no converge 1 1 1 1
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En este experimento todos los métodos iterativos convergieron optimamente en 1

iteración salvo αk = 2, como el MAP convergió en 1 iteración significa que nos

encontramos con el caso ideal en que los subespacios son ortogonales.

Los parámetro de aceleración no modifican el hecho de que convergan en 1 iteración.

5.1.7. Experimento 7

xk+1 = xk − αkPMP⊥
N xk

M := {A ∈ Rn×n/a(1, 1) = a(n, 1) = a(1, n) = a(n, n) = 0}.
N := {A ∈ Rn×n/a(j, n+1

2
) =

∑n
i=1 a(i, n+1

2
)

n
para todo j = 1, ..., n; n impar}.

Iteraciones

Orden MAP, αk = 1 αk = 2 Koshy-Gearhart GEP (a) (b)

5× 5 1 no converge 1 1 1 1

25× 25 1 no converge 1 1 1 1

49× 49 1 no converge 1 1 1 1

81× 81 1 no converge 1 1 1 1

En este experimento todos los métodos iterativos convergieron optimamente en 1

iteración salvo αk = 2, como el MAP convergió en 1 iteración significa que nos

encontramos con el caso ideal en que los subespacios son ortogonales.

Los parámetro de aceleración no modifican el hecho de que convergan en 1 iteración.



Caṕıtulo 6

Conclusiones y Recomendaciones

En este trabajo pudimos observar el Método de Proyecciones Alternantes como un

problema de minimización con restricciones, el cual nos proporcionó grandes herramientas

para el estudio de la convergencia. Se demostró que la aceleración propuesta por Koshy-

Gearhart es un caso particular de un método clásico de optimización con restricciones que

es el Método del Gradiente Proyectado. Igualmente propusimos una aceleración espectral

del Método de Proyecciones Alternantes.

Los parámetros propuestos para realizar los experimentos, utilizando subespacios de

un espacio vectorial de matrices (los vectores pertenecen a Rn×n) arrojaron los siguientes

resultados:

El esquema de aceleración espectral (GEP) propuesto para el MAP, converge más

rápido que los demás esquemas visto en este trabajo.

El esquema (b) que es equivalente anaĺıticamente al esquema de aceleración pro-

puesto por Koshy-Gearhart es más estable numéricamente.

Todos los esquemas propuestos en este trabajo aceleran el Método de Proyecciones

Alternantes.

En el caso ideal del MAP donde converge en 1 iteración, los esquemas de aceleración

no alteran el resultado, es decir también convergen en 1 iteración.

54
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Además proponemos como trabajo futuro:

Generalizarlo a más de dos subespacios.

Proponemos como trabajo futuro utilizar este resultados en las diversas aplicaciones

que tiene el Método de Proyecciones Alternantes, como por ejemplo el tratamiento

de imágenes.
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