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Resumen

El método de Cimmino es visto como un método de minimizacién de una cierta funcion
cuadratica. En particular, se prueba que el método de Cimmino equivale a un método de
descenso que utiliza la direccién del gradiente negativo y una longitud de paso constante.
Esto explicaria la lenta convergencia que se observa generalmente en este método. En este
trabajo se propone acelerar la convergencia del método de Cimmino utilizando la misma
direccion de descenso, pero sustituyendo el tamano de paso por escogencias basadas en
métodos espectrales, tales como la eleccion hecha en el método propuesto por Barzilai-Borwein.
Se realizan experimentos numéricos en una aplicacién importante que es la resoluciéon de
problemas de punto de ensilladura (Saddle point problems).



Introduccion

Un problema muy comin en diversas areas de las matemadticas y las ciencias fisicas con-
siste en intentar encontrar un punto en la intersecciéon de conjuntos convexos. Este problema
se denomina problema de factibilidad convexa y su formulacién matemaética es la siguiente:

Sea X un espacio de Hilbert y C,C5, - ,Cy subconjuntos convexos cerrados con
interseccién no vacia C":

C=0,NCyN---NCx # 0.

El problema de factibilidad convexa seria encontrar algin punto x en C.

Otro problema que aparece con frecuencia en esas areas es el de mejor aproximacién, que
se define de la siguiente manera:

Sea X un espacio de Hilbert, C' la intersecciéon de N conjuntos convexos cerrados y x € X,
un elemento yy € C' es llamado una mejor aproximacion de z a C' si

|l = yoll = d(x, C) = inf |lz — y].

Para la resolucion de estas dos clases de problemas se suelen usar métodos iterativos; estos
generan una sucesion {z hx>1 € X que converge a la solucién. Generalmente, en los problemas
de factibilidad se utilizan métodos iterativos basados en proyecciones métricas, como el de
proyecciones alternantes y el de Cimmino, por otro lado, esta el método de Dykstra, el cual
es una variante del método de proyecciones alternantes que sirve para la resolucion de los pro-
blemas de mejor aproximacion. Si se restringen los conjuntos convexos a subespacios, entonces
el método de proyecciones alternantes y el de Cimmino resuelven de manera simultanea el
problema de factibilidad y el de mejor aproximacion.

La velocidad de convergencia de los métodos antes nombrados depende del dngulo entre
los subespacios concernientes; cuando este es pequeno, tanto el método de proyecciones alter-
nantes como el de Cimmino tienden a ser lentos, por lo tanto es conveniente acelerarlos. Entre
algunos de los esquemas de aceleracion del método de proyecciones alternantes esta el de W.
B. Gearhart y M. Koshy [25] y el de L. M. Herndndez [32, 47]. La realizacién de un esquema
de aceleracién para el método de Cimmino es presentada como objetivo general de este trabajo.

El procedimiento es interpretar el método de Cimmino como la minimizacién de una funcion
con longitud de paso constante y la direcciéon del gradiente negativo, posteriormente utilizar
técnicas de optimizacion mas avanzadas como el método del gradiente espectral, para asi lograr
su aceleracion. Por tltimo, se experimenta con la bisqueda de solucién a problemas de punto
de ensilladura, siendo esta una aplicacion de importancia en la actualidad; estos problemas
surgen en numerosas areas de la ciencia y la ingenieria, como por ejemplo:



Reconstruccién de imégenes [27], dindmica de fluidos computacional [26, 42], economia
2, 20], electromagnetismo [7], etc.

A lo largo de este documento, el autor presenta una recopilacién tedrica basada en la
investigacion del Prof. L. M. Hernandez mostrada en el capitulo 5, finalmente realiza una
parte experimental usando las referencias mostradas en el capitulo 6.



Capitulo 1

PRELIMINARES

En este capitulo se presentan definiciones y teoremas preliminares sobre proyecciones;
utilizando como base el libro y articulo de F. Deutsch [17, 16] y la guia de M. Dominguez
y R. Bruzual [19].

Definicién 1 Un espacio de Hilbert es un espacio vectorial con producto interno en donde
toda sucesion de Cauchy converge con respecto a la norma dada por el producto interno.

Definicién 2 Un subconjunto K de H es convezo si A\x+(1—N)y € K, siempre que z,y € K,
AeRy0O< AL,
Geométricamente, un conjunto es convexo si y solo si contiene el segmento de recta

{4+ (1 =-Ny|0<A<1}

Definicién 3 Sea V' un espacio vectorial, S es un subespacio vectorial de V' si y solo si:

= S no es un conjunto vacio.

= S es igual o esta contenido en V.

VP ESAVES=>T+ye s

w Siaesunescalaryre S=a-res.

El resultado a continuacion es una consecuencia inmediata de las definiciones anteriores.
Corolario 1 Todo subespacio es un conjunto convezo.

Definicién 4 Dado un espacio de Hilbert H y un conjunto M de H, el complemento ortogonal
de M se define como
M*+={zcH|{(z2,2)=0 V x€ M}

Definicién 5 Sea K un subconjuto no vacio de un espacio con producto interno X y sea
x € X. Un elemento yy € K es llamado mejor aproximacion si

[z = wol| = d(z, K),

donde d(z, K) = inf{||lx — y|| | y € K}. El nimero d(z, K) es llamado distancia de x a K o
error aprorimado de x a K.
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El conjunto de las mejores aproximaciones de z a K puede ser vacio y es denotado por Pg(z).
De esta manera

Pr(r) ={y € K| lz —yll = d(z, K)}.

Esto define una funcién Px de X a subconjuntos de K denominada proyeccién métrica
sobre K.

Si cada z € X posee al menos una mejor aproximacion en K, entonces K es llamado un
proximinal, en el caso de que cada x € X posea exactamente una sola mejor aproximacién
entonces K es llamado conjunto Chebyshev. Asi K es un conjunto Proximinal si y solo si
Py (x) # () para cada x € X y es Chebyshev si y solo si para cada 2 € X el conjunto Pk (x) # ()
y ademas tiene cardinalidad 1.

Teorema 1 Sea K un conjunto convexo cerrado de un espacio de Hilbert H, entonces cada
x € X posee solo una mejor aproximacion sobre K.

El teorema anterior indica que todo conjunto convexo cerrado es un conjunto Chebyshev,
a la vez como una consecuencia de la unicidad, se establece que la funcion proyeccion esta bien
definida sobre estos conjuntos; su prueba puede ser encontrada en [17].

En particular, los subespacios cerrados al ser conjuntos convexos son por ende conjuntos
Chebyshev. Por ser de importancia para nuestro trabajo, vamos a demostrar aqui este hecho
llamado teorema de proyeccién para este caso particular, aunque su demostraciéon se desprende
inmediatamente del teorema anterior.

1.1. Teorema de Proyeccion

El teorema de proyeccién [19]; garantiza la existencia y unicidad de la proyeccién de un
elemento z € H sobre un subespacio M.

Para la comprensién de este teorema es 1til saber que si A y B son subconjuntos no vacios
de H, se dice que H es una suma ortogonal de Ay B, y se escribe H = AH B, si cadaz € H
tiene una unica representacion de la forma x = a 4+ b, donde a € A, b € B y a L b. Se dice
que H es una suma directa de Ay B y se escribe H = A@® B, si cada + € H tiene una
Unica representacién de la forma x = a + b, donde a € A y b € B. Notese que si A y B son
subespacios, entonces H = A@Bsiysolosi H=A+B = {z|r =a+b, donde a € Ay b € B}
vy AN B ={0}.

Teorema 2 (Teorema de Proyeccion para Subespacios) Sean H un espacio de Hilbert y M un
subespacio cerrado de H, entonces para cada x € H existe un tinicoy € M y un tnico = € M+
tal que x =y + z; es decir, H = M ® M*. Ademds

2 [1* = Tlyll* + [1=[1*
[ =yl = dist(z, M).

El vector y es denominado como la proyeccion ortogonal de x sobre M.
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Demostracion. Sea x € H, el conjunto  + M es un subconjunto de H cerrado, convexo y no
vacio, por lo tanto posee un elemento de norma minima; hecho que se puede verificar en [19].
Sea z € x + M, el elemento de norma minima, entonces existe mqg € M tal que

2=+ mg.

Sea y = —myg entonces y € M y x = y + 2. Probaremos que z € M*.

Seanme My e Ktal que |A| =1y
Am, z) = [{m, z)|.
Para t € R y tomando el hecho de que z es de norma minima se tiene que
12|12 < ||z — tAm]]* = (z — tAm, z — tAm)

= [[2[I* = tA(m, z) — tA(m, 2) + £2]A]%||m].

Entonces
0 < =2t|(m, z)| + *||m||*.

Si||m|| =1yt >0 entonces
0 <2(m,z2)| <t

Tomando limite cuando ¢ tiende a 0, obtenemos que
(m,z) =0

para todo m € M tal que ||m|| = 1. De esto se puede deducir que z € M.

A continuacién se probardn las otras desigualdades. Como (y, z) = 0 se sigue que

l2[l* = (2, 2) = (y + 2,y + 2) = (y,9) + (2, 2) = [lylI* + || =]~

Ademads

—_ f— — /f = /f :d M
o=yl = llzll = inf Jjw] = ot -+ m| = d(z, M)

Para la unicidad supéngase que y + 2z =19' + 2’ con y,y € M y 2,2’ € M+ entonces

eM
y—y =2—-2'=0
S~

eML

por lo tantoy =y’ y 2 = 2.
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1.2. Propiedades de la proyecciéon métrica sobre subes-
pacios

El siguiente teorema, cuya demostracién se encuentra en [17], establece propiedades
importantes.

Teorema 3 Sea M un subespacio cerrado en H entonces:

1. M+ es un subespacio cerrado.

2. x = Py(z) + Py (z) para cada x € H, es decir, I = Py + Py
Ademds esta representacion es unica en el sentido de que st x =y + z dondey € M y
z € Mt entonces y = Py(x) y 2 = Py1.

3. ell® = 1 Par(@)|* + || Pase () || para todo w. Asi, ||z||* = d(x, M)? + d(z, M*)*.

4. M*={z e H|Py(zx)=0} yM={x € H|Py.(x) =0} ={x € H| Py(x) =z}.
5. |Pu(x)|| < |lz|| para todo x € H; || Py(2)|| = ||| siy solo six € M.

6. M+ =M.

7.

Py(z) =z — Py ()

1.2.1. Caracterizacion

Cuando M es un subespacio cerrado, P se conoce como proyeccion ortogonal sobre M
debido a la siguiente propiedad

(x — Py(x),y) =0 V yeM

Esto es, © — Py(x) es ortogonal a M, por lo tanto, x — Py (x) € M*. A la vez, el operador
Py es lineal, autoadjunto (P;; = Py;) e idempotente (Py” = Py;); caracteristicas que se jus-
tificaran en la seccion 1.2.2.

1.2.2. Linealidad

Las proyecciones sobre subespacios, adquieren diversas propiedades derivadas de su
linealidad, que no se pueden generalizar para cualquier conjunto convexo.

Definicién 6 Sea T' : X — Y wun operador lineal. Decimos que T es un operador acotado
cuando existe ¢ > 0 tal que

T (x)|ly <cllz|x para todo v € X

Teorema 4 Sea M un subespacio cerrado en un espacio de Hilbert H, entonces:
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1. Py es un operador acotado y || Pyl = 1 (a menos que M = {0}, en este caso || Pyl =0).
2. Py es idempotente: P2, = Pyy.

3. Py es autoadjunta:

(Py(x),y) = (x, Py(y))  para todo x,y en H (1.1)
4. para cada x € H
(Pr(), @) = || Par ()%, (1.2)
5. Py es mo-negativa:
(Py(z),2) >0 para cada x (1.3)

Demostracion.

1. Seaz,yen H y a, B3 en R, se tiene que z — Py (z) y y — Py (y) estan en M+. Como M+
es un subespacio,

oz + By — [Py (x) + BPu(y)] = ale — Pu(x)) + By — Puly)) € M.

Pues aPy(x) + BPy(y) € M, por linealidad del operador de proyeccién se tiene que
aPy(z) + BPy(y) = Pul(ax + fy) por la parte (5) del teorema (3) se tiene que
| Pr(x)]] < ||z]| para todo x. Asi Py esta acotado y ||Puy|| < 1. Como Py(y) = y
para cada y € M, |lyl| = [[Pu(y)]| < [|Palll|lyll implica que [|Pyl] = 1y asi || Pyl = 1.

2. Py (Pu(x)) = Py(x) para todo x ya que para cada y € M se tiene que y = Py (y).

3. Para z,y € H se tiene que (Py(x),y — Py(y)) =0, y asi

(Pu(x),y) = (Pu(zx), Prr(y))- (1.4)

Intercambiando los roles de x e y en (1.4), se obtiene
(&, Pru(y)) = (Pu(y), ) = (Pu(y), Pu()) = (Pru(2), Pru(y)) = (Pur(2), ).

4. Se deduce tomando x =y en (1.4)

5. Usando (4) se observa que (Py (), z) = ||[Py(x)||* > 0 por lo tanto Py es no-negativa.

1.2.3. Principio de Reduccién

Teorema 5 Sea K un subconjunto convexo de un espacio de Hilbert H y sea M un subespacio
de H que contiene a K. Entonces :

1. PPy = P = Py Pk,
2. d(z, K)? = d(z, M)* + d(Py(x), K)* para cada x € H.
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Demostracién. Se observa que Px = Py Py es cierto, pues K C M. Para probar (2) sea
y € K, se tiene que y € M y x — Py(x) € M+ entonces:

lz = ylI* = lle = Pu(@)lI* + | Par(2) — 1" (1.5)

Como el primer término a la derecha de (1.5) es independiente de y, se sigue que y € K
minimiza ||z — y||? si y solo si minimiza || Py(x) — y||?. Esto prueba que P (z) existe si y solo
si P (Py(x)) existe y Px(z) = Pg(Puy(x)). Ast Pg(x) = 0 siy solo si Px(Py(z)) = (0. En
este caso, (1) se verifica. Tomando esto en cuenta y (1.5) se obtiene (2).

1.2.4. Algunas propiedades del producto de proyecciones métricas

Los siguientes lemas se usan comunmente al trabajar con proyecciones; sus demostraciones
se pueden encontrar en el articulo de F. Deutsch [18], en Halmos [28] o Debnath y Mikusinski
[14].

Lema 1 Las siguientes condiciones son equivalentes.
1. Py y Py conmutan: Py Py = Py Py
2. Py Py = Pynn.
3. Py Py es una proyeccion ortogonal.
Lema 2 Las siguientes condiciones son equivalentes
1. PyPy=0;
2. PnPy = 0;
3. M LN (ie., (x,y) =0 para todo x € M,y € N).

Lema 3 Las siguientes condiciones son equivalentes

1. PMPNIPM;
2. PNPM:PM,'
3. M C N.

En particular tanto Py y Py conmutan con Pyan, v Py Pyunny = Puny = Py Punn-
Lema 4 Si Py, y Py conmutan, entonces

Py = Pu + Py — Py Py.
Como consecuencia si M C N+, entonces M + N es cerrado y

Pyryn = Py + Pn.
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Lema 5 Las siguientes condiciones son equivalentes.
1. Py conmuta con Py,

Py, conmuta con Py;

Py conmuta con Py,

Pyri conmuta con Pyui;

SR

M=MNON+MNN-*.



Capitulo 2

EL METODO DE PROYECCIONES
ALTERNANTES

Este capitulo trata lo concerniente al método de proyecciones alternantes utilizando como
fundamento el articulo de F. Deutsch [16] y el libro de R. Escalante y M. Raydan [21].

El método de proyecciones alternantes, fue propuesto originalmente por John Von Neumann
[49], quien traté el problema de encontrar la proyeccién de un punto dado en un espacio de
Hilbert sobre la interseccion de dos subespacios cerrados. Tiempo después, Cheney y Goldstein
[12] hicieron una extensién del andlisis del esquema propuesto por Von Neumann al caso de
dos conjuntos convexos cerrados. En particular, ellos establecieron la convergencia del método
sobre hipotesis débiles.

Uno de los resultados obtenidos por Von Neumann es el siguiente:

Teorema 6 Sean A y B subespacios de H entonces PAPg = PPy si y solo si PAPgp = Pnp.
En otras palabras P, y Pg conmutan si y solo si su composicion es también una proyeccion
ortogonal.

En particular, Von Neumann estaba interesado en el caso de que P4 y P no conmutaran.
Von Neumann probd el siguiente teorema:

Teorema 7 (Von Neumann 1933) Para cada x € H,
lim (PgPa)"x = Panpz. (2.1)

La ecuacién (2.1) sugiere un algoritmo, llamado Método de Proyecciones Alternantes o
“MAP” para abreviar.

Es decir, que para cualquier x € H se tiene lo siguiente:

Tg = X y
Ty = PBPAxnfl (: (PBPA)nm)
para n = 1,2,--- Entonces x,, — Psnpx

11
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Algorithm 1: Algoritmo MAP
Data: Seleccionar zq € H
for k=0,1,--- ,do

L Tp = PBPASEn—l

Este resultado se puede generalizar de la siguiente manera:

Teorema 8 (Halperin (1962)) Para cada x € H,

n—oo
Si My, M, ..., M} son subespacios cerrados de un espacio de Hilbert H, M = ﬂ?zl M; y

P, = Py,. Con el uso del teorema de Halperin se puede encontrar Pyx (mejor aproximacién

desde la interseccion M a cualquier z € H), realizando un ciclo a través de cada subespacio
M.

To =1 Tpy1 = Pray
1 = Prag Tpro = Poxpiq
x9 = Poxy :

T = Prxg_y

Una forma compacta seria, xo = = y
xn:P[n](xnfl> (n:172>"')7

donde [n] = {1,2,--- ,k}N{n—jk|j=0,1,2,---}.

Otra manera de interpretar la extensién de Halperin, es considerando una sucesién {x,}, -,
tal que x, — Pyx cuando n — oco. En particular, para una subsucesién {z,, }, se observa que
para cada x € H

lim ||(Py - - PyP)"x — Pyx|| =0 (2.2)

Es decir, si z € H, (Py--- PyP;)"x converge a Pyx.

La velocidad con la que (P - - - P, Py)"z tiende a Pyyz para cada z € H depende de la norma
del operador (P - - - PoP;)" — Py que implicitamente depende de los dngulos formados entre los
subespacios; por lo tanto dicha convergencia puede ser arbitrariamente lenta. Un ejemplo para
visualizar este fendémeno es el siguiente: si k = 2 existen subespacios M; y M, de tal manera
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que si {\,} es una sucesién cualquiera de nimeros reales con Ay > Ay > -+ >\, >--- >0y
A, — 0, entonces existe o € H tal que

|(PaPy)"xo — Papnan@oll > An (n=1,2,---).

Sin embargo, el MAP ha encontrado una amplia aplicaciéon en al menos una docena de
dreas distintas de las matemadticas como resolver sistemas de ecuaciones lineales (El Método
de Kaczmarz [34] y el de Cimmino [10]), tomografias [46], probabilidades y estadisticas [50],
restauracion de imagenes [29], etc.

2.1. Interpretacién geométrica

La siguiente figura interpreta geométricamente el método de proyecciones alternantes en el
caso de dos subespacios:

A

ANB

Figura 2.1: El Método de Von Neumann

El método busca la mejor aproximacion de xg a AN B, proyectando primero a xy sobre A,
el elemento resultante es luego proyectado sobre B, si se continua proyectando sobre A y B
alternadamente; la secuencia de elementos generados converge a Psnpxo. La utilidad practica
del MAP parte del hecho de que a menudo es mas facil calcular la proyecciéon sobre A y B por
separado que calcular la proyeccion sobre A N B.
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2.2. Una formulacién equivalente

Si se reemplaza a A por At y a B por Bt en la férmula (2.1) utilizando el hecho de que
Pyo=1— Py, Pg. =1— Pgy At N Bt = (A+ B)*, se obtiene un resultado equivalente al
teorema de Von Neumann.

Teorema 9 Para cada x € H,

n—oo
Una extension de este teorema para mas de dos subespacios seria la siguiente.

Teorema 10 Para cada x € H,

m [(I — Pa, )(I = Pa,_,) - (I = Pa)]"r = (I = Py,

n—oo

2.3. El angulo entre subespacios de un espacio de
Hilbert

Para analizar la velocidad de convergencia del método de proyecciones alternantes, hay que
tener en cuenta la nocién de angulo entre subespacios. Ademads, la nocion de angulo entre sub-
espacios permite dar una interpretacién geométrica a un resultado analitico. En la literatura,
existen dos definiciones diferentes de angulo entre subespacios. Ambas definiciones coinciden
solamente cuando la interseccion entre los subespacios es vacia.

A menos que se indique lo contrario el producto interno y norma definidos en H, estdn
denotados por (x,y) v ||z|| = \/(z, x), respectivamente. Por otro lado, M y N siempre deno-
tardn subespacios cerrados de H.

Definicién 7 (Friedricks) El dngulo entre M y N es el dngulo a(M, N) en [0,5] cuyo coseno
esta definido como

o(M,N) = sup{[{z,y)| / 2 € MN(MNN)" [z <1, ye NN(MNN)*, [yl < 13.

Definicién 8 (Dizmier) El minimo dngulo entre M y N es el dngulo ag(M, N) en [0,5] cuyo
coseno esta definido por

co(M, N) = sup{| (z,y)| / v €M |zl <1, yeN,|y| <1}

A continuacion, daremos algunos lemas y teoremas que presentan propiedades derivadas de
las definiciones anteriores de angulo entre subespacios, sus demostraciones se pueden encontrar
en [18].
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Lema 6 1. 0<c¢(M,N)<c(M,N)<1.
2. (Simetria)
a) ¢(M,N)=c(N,M).
b) co(M,N) = co(N, M).
3. ¢(M,N)=co(MN(MNN)* Nn(MnON)*)
4. Si M NN = {0}, entonces ¢c(M,N) = co(M,N) y a(M,N) = ap(M, N).
5. St M NN # {0}, entonces co(M,N) =1 y ap(M,N) = 0.
Lema 7 (Lorch [34])
1. a(M,N) >0 siy solo si M + N es cerrado.

a(M, N)

2. a(M*, Nb) =
Lema 8 1. ¢(M,N)=c(M,NN(MNN)t)=c(Mn(MnNN)*: N).
2. a) [{zy) | < (M, N)|z[ll[yll para todo x € M, y € N

b) | (z,y)| < c(M,N)|z||||ly|| para todo x € M, y € N, y al menos unos de los z o y
esta en (M N N)*

3. co(M,N) = ||PyPy|| = || Par Py Purl]*?.

4. ¢(M,N) = |[PyPn — Punn|| = | Pr Py Pounny || = [|ParPoarany s Py Prony - |-
5. ¢o=0siysolosi M LN (i.e., M C N*)

6. ¢(M,N) =0 siy solo si Py y Py conmutan.

Demostracién. Para abreviar B(H) ={z € H / |z| <1}
1.

c(M,N) = coMN(MNN):Nn(MnNN))
= sup{|{z,y)| /re MN(MNN)NB(H),yc Nn(MNN)*NB(H)}
= SUP{KPMm(MmN)L% PNﬁ(MﬂN)in /x,y € B(H)}
= sup{|(Pinny L Pr, Pounnyr Prvy)| [ 2,y € B(H)}
(por lemas 3 y 5)
= sup{|(Puz, Py Pyy)l / @,y € B(H)}
(ya que P es idempotente y autoadjunta)
= sup{|(Puz, Pya(nny2y)| / 2,y € B(H)}
(por lemas 3 y 5)
sup{[{z,y)| /r € MNB(H),y € NN(MNN)-NB(H)}
co(M,N N (MnNN)™).
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Por simetria se obtiene que
c(M,N) = co(M N (MnNN)* N).
2. (2.a) Es una cosecuencia de la definicién de c¢o(M, N'), mientras que para (2.b) se usa (1)
y (2.a).

3. Tenemos

c«(M,N) = sup{{(z,y)|/z € MNB(H),y,€ NNB(H)}
= sup{[(Puz, Pxy)| / v,y € B(H)}
= sup{[(z, PuPyy)| / v,y € B(H)}
= [[Pu Pl

Lo que prueba la primera igualdad en (3), para la segunda igualdad se utiliza el hecho
de que ||[P*P|| = ||P||?, de esta manera tomando P = Py Py se observa que

P*P = Py PyPnPy = Py Py Py

por lo tanto
co(M, N) = ||P|| = ||[P*P||''* = || Pas P Pas |2,

4. Usando (3)

c(M,N) = HPMm(MmN)LPNm(MmN)i |
= ||PuPasnnyt Py Porany: ||
= ||PuPnPosan)||
= [[PuPn(I = Puew)|| = |PuPn — PuPyPunnl|
= ||PuPn — Punnl|
5. Usando (3), co(M,N) = 0 siy solo si PyyPy = 0, el resultado sigue del lema (2).

6. Usando (4), ¢(M, N) = 0 si y solo si PyyPy — Pynny = 0, el resultado sigue del lema (1).
Lema 9 Si M + N es cerrado, entonces
(MNN):=M*++ N~

En particular M+ + N+ es cerrado.
Como consecuencia M + N es cerrado si y solo si M+ + N+ es cerrado.

Teorema 11 Las siguientes condiciones son equivalentes.

1. Co(M,N) <1;
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2. MNN ={0} y M + N es cerrado;

3. existe una constante p > 0 tal que

Iz +yll = pllyl
para todo y € N yx € M;
4. nf{ d(yM) /y e N, |y| =1} >0;
5. nf{ d(z,M) /xz € M , ||z| =1} > 0.
Teorema 12 Las siguientes condiciones son equivalentes.
1. ¢(M,N) < 1;
2. MN(MNN):+NN(MnN)*t es cerrado;
3. M + N es cerrado

4. M+ + N+ es cerrado.

Lema 10 Sicy(M,N) < 1 entonces para cualquier subespacio cerrado X que contiene a M+ N
se tiene que
co(M,N) < co(M*+NX,N*+n X).

Teorema 13 Si H = M & N, entonces
co(M,N) = co(M*+, N*).

Teorema 14

(M, N) = c(M*, N*).

2.4. Velocidad de Convergencia

En esta seccion daremos algunos resultados que establecen la velocidad de convergencia
del método de proyecciones alternantes. La velocidad de convergencia se establece en funcién
de las definiciones de dngulo entre subespacios vistas anteriormente. Antes de mostrar dichos
resultados daremos un lema establecido por Kayalar, Weinert y Deutsch [35] de importancia
para los resultados posteriores.

Lema 11 (Kayalar, Weinert y Deutsch) Se puede verificar que:
1. ¢(M,N)=co(M,NN(MNN))=co(Mn(MNN)*L N).

3. Co(M, N) = ||PMPN — PMONH == ||PMPNP(MON)i||
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Ahora bien, de acuerdo con el resultado (2.1) (P, - -+ P,P;)"x converge a Pyx para todo x € H
(donde M = (,_, M; y P, = Pu,).
Podemos notar que para cada i =1,--- ,r en P;Py; = Py, y también

P,Py: = P(I— Py)

— P PPy
= P~ PyP,
= (I - Pu)P;
— PMLIDZ

Entonces se puede deducir que para cada x € H

(P PyPy)"w — Pyl < ||(F--- P2P)" = Pyll||z]|
= (P BaPiPys)" [
< (P PP Py )| |l

Luego la velocidad de convergencia del algoritmo MAP estd determinado por la norma del
operador (P, -+ PyP Py, ).En particular para r = 2 y a partir del lema (11) se deduce que:

(P P1)" = Pyl < || PaPrPage || = e(My, Ma)".

sin embargo, en el caso de dos subespacios, esta no es la mejor cota. Aronszajn dio la siguiente:
Para todox € H,n>1,n € Z.

I(PePy)"e — Pagarl| < e(My, Mz)™ ).
Teorema 15 (Aronszajn [1]) Para cada x € H, y para cualquier entero n > 1,
I(PvPur)"e — Pueva|| < 7],
donde ¢ = ¢(M, N).
En el caso para més de dos subespacios se tiene el siguiente teorema:

Teorema 16 (Smith, Solmon, Wagner [46]) Para cada x € H yn > 1,
“(PMI@PMIC—I T PMl)nx - Pn'sz-TH < Cn”xH7

donde
k-1

C=[1- H sen?6;]*/?

donde 0; es el dngulo entre los subespacios M; y ﬂ;?:iﬂ M;.
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2.5. Aceleracion del MAP

El método de proyecciones alternadas (MAP) posee una velocidad de convergencia r-lineal.
En los casos en que el angulo entre los subespacios involucrados es pequeno, el método de
proyecciones alternantes puede tener convergencia lenta. Existen muchas maneras de acelerar
la convergencia. En esta seccion se estudiard un esquema basado en las ideas de De Pierro e
Tusem [39], Dos Santos [48], Gearhart y Koshy [25].

Se pueden encontrar otros esquemas de aceleracién en los trabajos de: J. M. Martinez [37],
Garcia-Palomares y Gonzalez-Castano [24]. Se denota por @ la composicién de operadores de
proyeccion, i.e. Q = P.P,_, --- P;. Por otra parte denotamos como x el punto inicial y por M
la intersecciéon de los subespacios M;.
Se define

c=sup{]|Qz|| : z € M*, [|2] = 1}.

En consecuencia de los resultados de la secciéon anterior se tiene que ¢ < 1.

Para describir el método de aceleracién, sea xj la k-ésima iteracién y sea QQxj la siguiente
iteracion; la idea es buscar en la direccién definida por x; v Qxy, el punto méas cercano a la
solucion Py x.

Los puntos se representan en esta direccion:

xt = tQuy + (1 —t)xg, teR.

Si se denota t, el valor de ¢ para aquel punto que se encuentra més cerca de Pyz, x;,* — Py
debe ser ortogonal a xp — Qx. Lo que quiere decir,

(x1,* — Py, 2, — Q) =0 (2.1)
Como las proyecciones P; son autoadjuntas entonces,
(Pyuz, Qry) = (PP, - - PPy, xy) = (Pyw, o).

En consecuencia (Pyx,r; — Qi) = 0y de (2.1) se obtiene (z;.*, zx — Qz) = 0. De aqui
podemos deducir
(zg, T — Q)

e — Qul*

ty =

Un MAP acelerado esta definido por:

Algorithm 2: Algoritmo MAP Acelerado
Data: Seleccionar zg € H
for k=0,1,---,do

_ {(zp,xp—Qg)
L b = or—Gerl?

T = L, Qup + (1 — ty)xy,
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2.6. El Método de Kaczmarz

El Teorema de Halperin (8), se mantiene con més generalidad cuando los M; son variedades
lineales cerradas (subespacios trasladados) con ﬂ’f M; # (). De esta observacién se deduce el
método iterativo de Kaczmarz para resolver sistemas de ecuaciones lineales.

Considere el sistema de ecuaciones

<ai,l'>:bz‘ (Z':172’...’k=)’
donde
a; = (a”ihai%”' 7aim) ERm, z e R™.
y b; € R. Sea
H;={x eR™ / {(a;,x) = b;}
(t=1,2,--- k), asumiendo que el sistema es consistente, es decir, ﬂ]f H; # 0.

. . k .
Buscar una solucién es equivalente a encontrar un punto en (), H;. Para encontrar dicho punto
se fija un xg € R™ arbitrario e inductivamente se define

x”:(PHkPHk_I“'PHl)‘T”—l (n:1’27...)

Luego el MAP implica que
T, — Pﬂlf 7,20 = Yo

Esto es que y satisface el sistema de ecuaciones, es decir, es solucion. En particular, tomando
xo = 0, se obtiene que ¥, es la solucién con la minima norma.

Este método iterativo para buscar soluciones de sistemas de ecuaciones lineales es llamado
Método de Kaczmarz pues fue estudiado por primera vez por Kaczmarz en (1937).

2.7. El Método de Cimmino

El matemdtico Gianfranco Cimmino [10] realizé un método iterativo similar al MAP, pues
encuentra el punto de interseccion de n subespacios proyectando simultaneamente sobre cada
uno de ellos.

A continuacién, un resumen de este método obtenido del survey de M. Benzi [4].

Sea Axr = b un sistema de ecuaciones lineales donde A es una matriz real de orden n X n
y b € R" inicialmente se asume que el sistema es no-singular. Si a; = [a;1, a0, - - , a4,] denota
la i-ésima fila de A, la solucién x, = A~'b es el inico punto de interseccién de los n hiperplanos
descritos por

<CLZ',.T>:bZ‘, i:1,2,~-,n.

Dado una aproximacién inicial, z(® € R* Cimmino toma para cada i = 1,2, - -- , n, la reflexién
(0) (0) - ) = b
de z;’ de 2\ con respecto al hiperplano (a;, z) = b,

0
2O _ 40 4 b= (e e®)

=T Il a; (2.1)
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Cimmino nota que el punto inicial (%) y su reflexién sobre los n hiperplanos estan en una hiper-
esfera cuyo centro es la interseccién de los n hiperplanos, es decir, la solucién del sistema. El
método es el siguiente; en los vectores de posicién de cada reflexién de 2(®) denotados por x§°)
parat = 1,--- ,n, sesituan n cantidades arbitrarias my, mo, - - - , m,,; posteriormente se calcula
el centro de gravedad del sistema de masas {m;} ;, que debe necesariamente caer dentro de
la hiper-esfera y se nombra como el iterado zV); el cual es una mejor aproximacién que z(©:

2 = ]| < 12 = .||

En este punto el procedimiento es repetir comenzando desde la nueva aproximacién (M, ha-
ciendo de esta manera una secuencia {z*)} que converge a x, = A~'b cuando k — oo.

En la forma matricial, el método de Cimmino puede ser escrito como sigue:

gkt = 20 4 zATDTD(b — Az®)

o
k=0,1,---), donde D es como sigue:
( 7 7 Y g
Vi
llaal S
D= fal (2.2)
fonl
y p= > m;. En particular, tomando m; = ||a;||* obtenemos

g*tD) = g®) 4 zAT(b — Az,
0

Cuando el sistema es incosistente, los iterados generados por el método de Cimmino con-
vergen a la solucién de minimos cuadrados, es decir cuando ||b — Az||, = min.

El método de Cimmino [10] y el de Kaczmarz [34] estan muy relacionados. El algoritmo
de Cimmino es maés eficaz si se adapta en computadoras paralelas, mientras el método de
Kaczmarz tiende a converger de manera mas rapida. Por supuesto se pueden combinar ambas
ideas para obtener hibridos. Por ejemplo, las reflexiones que originalmente estan en el método
de Cimmino son a menudo reemplazadas por proyecciones ortogonales sobre los hiperplanos,
siendo esto solo una pequena modificacién.

El método de Cimmino puede extenderse al caso de encontrar un punto en la interseccion
de subespacios. En este caso el método toma la forma siguiente:
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Sean M; con i = 1,---,n subespacios de un espacio de Hilbert H. Sea P,;, el operador
proyeccion ortogonal sobre M;, luego

n
1
Th4+1 = — E PMil‘k.
n

=1

Es decir, el iterado z;,1 es un promedio de las proyecciones entre los subespacios M; del ite-
rado anterior, en este caso de xy.

Un ejemplo de este método para el caso de dos subespacios se puede apreciar en la siguiente
figura.

ko

Ps(o)

Figura 2.2: El Método de Cimmino con Proyecciones

Actualmente el método de Cimmino encuentra aplicaciones principalmente en las siguientes
areas:

= Programaciéon en matemadtica convexa, especialmente problemas de viabilidad de
convexos (el problema de determinar si una familia de convexos tiene interseccién no
vacia, y si es asi encontrar un punto de dicha interseccién);
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Adaptacion a la terapia de radiacion;

Solucién de problemas de inversa en la astronomia, fisica médica y geofisisca;

Reconstruccion de imagenes mediante proyecciones;

Formacién de redes neurales;

Solucién de grandes sistemas lineales mediante la discretizacién de ecuaciones integrales
Fredholm de primera clase.

Véase el survey de M. Benzi [4] para obtener referencias acerca de cada una de estas y
otras aplicaciones del método de Cimmino.



Capitulo 3
METODOS DE OPTIMIZACION

En este capitulo, se muestran distintos métodos iterativos de optimizacién para funciones
cuadraticas, tomando como base el libro de M. Raydan [43] y el de Y. Saad [45]. En general,
las demostraciones de los lemas y teoremas mostrados a lo largo del capitulo se encuentran en
43].

Definicién 9 Sea A € R™™ una matriz cuadrada. Un vector distinto de cero x € R™ es un
autovector de A, y A € C su autovalor asociado, si

Ax = \z.

Definicién 10 FEl conjunto de los autovalores de A se conoce como el espectro de A y es un
subconjunto del campo complejo C

3.1. Matrices simétricas y positivo definidas

La matrices simétricas son sumamente importantes en optimizacion, estas satisfacen que
a;j = aj;, para todo @ # j, o de otra manera aquellas para las cuales la i-ésima fila es igual a la
i-ésima columna, lo que a su vez permite describirlas de manera compacta como AT = A. Para
este tipo de matrices los autovalores son ntimeros reales y los autovectores se pueden escoger
de forma ortogonal.

Si ademds de ser simétrica, la matriz A posee la propiedad de que 27 Az > 0 para todo
vector x # 0, entonces se dice que A es positivo definida. Se dice que A es positivo
semidefinida si 7 Az > 0 para todo vector x € R". Decimos que A es negativo definida
o negativo semidefinida si —A es positivo definida o positivo semidefinida, respectivamente.
Decimos que A es indefinida si no es ni positivo semidefinida ni negativo semidefinida.

24
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3.2. Funciones cuadraticas

Una funcién cuadratica es un polinomio en n variables con términos hasta de segundo
orden. Por ejemplo,

q(xl,22,23) = 2% — 3x§ + 22129 — Loz + 11 — 13 — 4 (3.1)

es una funcién cuadratica en tres variables. Funciones de este tipo aparecen con mucha
frecuencia en el area de optimizacion numérica y en otras areas de interés en analisis numérico.
Un caso importante es el ajuste de datos mediante el método de minimos cuadrados lineales.
En este caso, el problema se reduce a la minimizacion de una cuadratica sin restricciones.
En general la minimizacién de cuadréticas sin restricciones es equivalente a la solucién de
sistemas de ecuaciones lineales cuya matriz de coeficientes es simétrica, el cual es un problema
de fundamental importancia en algebra lineal numérica. La minimizacién de cuadraticas
sin restricciones es también usada comunmente como subproblema auxiliar en métodos de
optmizacién que pretenden resolver problemas mucho mas complicados.

Toda funcién cuadrética puede ser escrita de la siguiente manera

1
q(z) = §:EtAl‘ — bz +c (3.2)

donde A € R™™ "™ es una matriz simétrica, los vectores x,b € R" y la constante ¢ € R. Para el
ejemplo (3.1) se tiene que

2 2 0 1
A=[2 0 =5 |,b=| 0 |ye=—-4
0 -5 —6 1

Con la representacién dada por (3.2) es facil establecer que el gradiente de ¢ es una funcién
vectorial lineal y que el Hessiano de ¢ es una matriz constante.

Los siguientes lemas y teoremas sirven como preliminares de funciones cuadraticas y
condiciones de optimalidad, respectivamente y se encuentran en [43], por ende se obviaran
sus demostraciones.

Lema 12 Si q(z) = 3'Az — b’z + ¢, donde AT = A, entonces Vq(z) = Az — b y la matriz
V2q(z) = A para todo x € R".

Teorema 17 Si f : R" — R, f € CY(D), con D abierto y convexo, y x, es un minimo local
de f, entonces V f(x.) = 0.

Teorema 18 Si f : R" — R, f € C*(D), con D abierto y convexo, y x, es un minimo local
de f, entonces V f(x,) =0 y V2f(x,) es positivo semidefinida.

Teorema 19 Si f: R" —» R, f € C*(D), con D abierto y convezo, y si V f(x.) =0 y V> f(x,)
es positivo definida, entonces x, es un minimo local estricto de f
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Usando las condiciones necesarias de optimalidad de primer orden y el Lema (12), podemos
observar que los puntos estacionarios o criticos de (3.2) son las soluciones del sistema lineal

Az =b.

El préximo lema establece las condiciones necesarias y suficientes para la existencia y
unicidad de dichos puntos estacionarios.

Lema 13 FEl problema de minimizar (3.2), sin restricciones, admite algin punto estacionario
si, y solamente si, b € R(A), donde R(A) es el espacio columna de A. Y admite un inico
punto estacionario si, y solamente si, A es no singular.

El sistema Ax = b puede tener una, ninguna o infinitas soluciones. Si b no pertenece al espacio
columna de A entonces (3.2) no posee puntos estacionarios, es decir, el gradiente no se anula
para ningin z € R". Este es el caso, por ejemplo, cuando ¢ es una funcién lineal no constante
(A=0y b+#0).Si A es no singular, entonces (3.2) posee un tnico punto estacionario, el cual
puede ser un maximizador, un minimizador o un punto de ensilladura. Finalmente, si Az = b
posee infinitas soluciones, entonces (3.2) tiene infinitos puntos estacionarios todos del mismo
tipo.

Lema 14 Si A es semipositivo definida y x. es un punto estacionario de (3.2), entonces .
es un minimizador global de (3.2).

Toda cuadrética posee un unico tipo de puntos estacionarios: minimizadores globales,
maximizadores globales o puntos de ensilladura que no son ni maximizadores ni minimizadores
locales.

3.3. Meétodos clasicos para cuadraticas

Definicién 11 Dada una funcion continuamente diferenciable f : R — R, se dice que una
direccion d € R™ es de descenso a partir de un punto x € R™ si

Vf(z)d<0.

Si Vf(z) # 0 entonces x no es un minimizador y por ende en cualquier vecindario alrededor
de x existe z € R™ tal que f(2) < f(x).

Lema 15 Sean f : R* - R, f € CY(R"), x € R" tal que Vf(x) # 0, y d € R" tal que
Vf(z)td < 0. Entonces existe 3 > 0 tal que f(x + ad) < f(x) para todo o € (0, ).

Inspirados en el Lema (15), se puede definir una familia muy amplia de métodos iterativos
para encontrar puntos minimos, cuya iteracién k + 1 viene dada por

Thy1 = Tk —+ /\kdk7

donde dj, es una direccién de descenso y A; es una longitud de paso que garantiza cierto tipo
de descenso en la funcién objetivo. Diferentes formas de escoger dj y diferentes politicas de
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descenso en f producen diferentes métodos.

El conjunto de direcciones de descenso a partir de un punto x es siempre no vacio, ya que al
menos podemos definir la direccién d = —V f(z). Mas atn, esta direccién conocida como la
direccion de gradiente negativo, es la que garantiza mas rapido descenso local de la funcién
f. En efecto, d = =V f(2)/||Vf(z)| resuelve el problema de optimizacién: minimizar V f(x)'d
sujeto a que d € R" y ||d||3 = 1.

3.3.1. Meétodo de Cauchy

La direcciéon del gradiente negativo es fundamental en optimizacion y fue la direccion
usada por Cauchy, en lo que pareciera ser el primer método computacional propuesto en el
caso multivariable. Para ser precisos, el método propuesto por Cauchy también conocido como
minimo descenso, por la propiedad optimal anterior, se puede escribir de la siguiente manera:

T4l = T — )\ka(l’k),

donde
A = argminysof(xr — AV f(x)).

Algorithm 3: Método del Gradiente o de Cauchy
Data: Dado zg € R”
for k=0,1,--- do

1. escoger la longitud del paso a—lk

1
2. sk = =5 0k

3. Tpp1 = T + Sp

La convergencia del método de Cauchy esta garantizada cuando A es simétrica positivo
definida; el resultado es consecuencia del siguiente lema conocido como Desigualdad de
Kantorovich.

Lema 16 Sea B una matriz simétrica positivo definida de niumeros reales, con Amaz Y Amin
siendo el mds grande y el mds pequeno autovalor. Entonces

<B$7x><Bilx7x> < ()\max ‘l' >\mm)2

<l‘7 ‘T>2 o 4)‘mam/\min ’ Vx 7& 0

La Desigualdad de Kantorovich ayuda a establecer la rata de convergencia de este método
mediante el siguiente teorema:
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Teorema 20 Sea A una matriz simétrica positivo definida, entonces la A-norma del vector
error e = x, — xp generado por el algoritmo de Cauchy satisface la siguiente condicion:

>\max - )\mm

<
lewiilla € T2

Ademds, el algoritmo converge para cualquier xg.

3.3.2. Meétodo de Newton

En este método d;, se obtiene resolviendo el sistema

V2f($k>dk = —Vf(:Ck),

donde V?f(x) representa la matriz Hessiana de f en x. Por supuesto para que el método de
Newton esté bien definido, se debe suponer que f es dos veces continuamente diferenciable en
la regién de interés. Por otro lado, para asegurar que la direccién dj. de Newton es de descenso,
es suficiente suponer que la Hessiana en x es simétrica positivo definida. En efecto, en ese
caso la Hessiana es invertible y su inversa es también positivo definida, y se cumple que

Vf(.iﬁk)tdk = —Vf(xk)tVQf(xk)_1Vf(xk) < 0.

Si el método de Newton se aplica al problema de minimizar una cuadratica estrictamente
convexa dada por (3.2), claramente se obtiene la solucién exacta en la primera iteracién; lo
que no es igual para el método de minimo descenso pues es un método extremadamente lento.

3.4. Meétodo del Gradiente Espectral

El método clasico del gradiente, también conocido como el método del minimo descenso o el

método de Cauchy, es un método famoso por su forma lenta de converger y por verse seriamente
afectado frente a problemas de mal condicionamiento. Este comportamiento negativo del
método clasico del gradiente es la razén principal por la cual la direccion del gradiente negativo
se ha considerado una mala direccién para la bisqueda de minimos locales. Sin embargo, en
1988, Barzilai y Borwein [3] presentaron una nueva manera de escoger la longitud del paso en
el método del gradiente que requiere menos trabajo computacional y acelera notablemente su
velocidad de convergencia. Mas interesante atin, desde un punto de vista tedrico, esta manera
de escoger la longitud del paso no garantiza descenso en la funcién objetivo, ni en la norma
del gradiente. Por lo tanto, el andlisis de convergencia no podra estar basado en el tradicional
enfoque del mapa contractil, comunmente usado en el andlisis de los métodos de optimizacién
numérica. En particular, Barzilai y Borwein, usando teoria de ntmeros, pudieron establecer
convergencia unicamente en el caso cuadratico y solo cuando n = 2.
Lamentablemente, el tipo de andlisis que ellos presentaron no puede ser extendido al caso
n > 2. El andlisis de convergencia para el caso general (n > 2) se encuentra en [44], en donde
se presenta una conexion entre el método del gradiente espectral y el método de las potencias
con desplazamiento para el calculo de autovalores y autovectores de matrices simétricas.
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3.4.1. EIl Método del Gradiente Espectral

Se considera el siguiente problema asociado:
encontrar xz, € R" tal que V f(z,) =0, (3.1)

donde f : R™ — R es la funcién diferenciable a la cual se le desea encontrar minimos locales.
La solucién numérica del sistema de ecuaciones no lineales (3.1) es obtenida, generalmente,
mediante un esquema iterativo, moviendose en cada itaracion de un estimado zy de z, a un
mejor estimado zj,;. En muchos algoritmos, cada iteracién envuelve el célculo de un paso
Casi-Newton, scy = —A"1,V f(x;), donde A;, € R™ " es una aproximacién del Hessiano de
f en z;. Al finalizar cada iteracién, Ay se actualiza y se obtiene Ag,1, una aproximacién del
Hessiano de f en .. Esta aproximacion, usualmente, se escoge de forma tal que satisfaga la
ecuacion de la secante,

Ak+15k = Yk (32)

donde, sy = Tp41 — Tk Y Yr = Gr+1 — gk, donde gp = V f(zy).
En el caso unidimensional, la ecuacion de la secante define completamente el valor de Ay ; sin
embargo, si n > 1, muchas matrices satisfacen la ecuacién de la secante. Por lo tanto, ademas
de satisfacer (3.2), la matriz Apyy debe restringirse a un conjunto de matrices que posean
propiedades simétricas, positivo definidas, etc. La propiedad fundamental que caracteriza a
los métodos espectrales esta basada en que el escalar a1 € R que resuelve de forma tnica el
sistema lineal sobredeterminado vy, = a4 15k, en el sentido de los minimos cuadrados, esta dado
por

"k Yk
Stksk.

(3.3)

Ak4+1 =

Si s, # 0. Es decir, restringiendo la matriz A, ,; a la familia de multiplos escalares de la
identidad y exigiendo que la ecuacion de la secante se satisfaga en el sentido de los minimos
cuadrados, se obtiene el siguiente algoritmo:

Algorithm 4: Gradiente Espectral
Data: Dados zg, z1 e R" y ag € R
for k=0,1,--- do

L sp = —o-gi

2. Ty =Tk + Sk

3. Yk = Gk+1 — Gk

t
— 5"RYk
stpsk

4. gy

Observaciones:
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En cada iteracion solo se requiere calcular dos productos internos, dos suma de vectores,
la multiplicacién de un vector por un escalar y la evaluacion del vector gradiente.

Es un método tipo gradiente que usa informacién apropiada de los dos iterados anteriores,
a diferencia del método de Cauchy que solo usa el iterado anterior.

Satisface la ecuacién débil de la secante

t t
Sk Ak+15k = Sk Yk

El inverso de la longitud de paso, aj.1, es un cociente de Rayleigh para la matriz Hessiana
promedio

1
/ VQf(xk + tSk)dt.
0

3.4.2. Gradiente Espectral caso cuadratico

Si consideramos el problema (3.1) cuando ¢(z) = $2' Az — bz + ¢ es una funcién cuadratica
y A es una matriz simétrica y positivo definida, entonces ay1 en (5.1) se escribe como

SktASk _ gktAgk

Sktsg gktgk

(3.4)

U1 =

En este caso, a1 resulta ser el cociente de Rayleigh de A evaluado en g.
Como A es positivo definida;

0 < Anin < ap < Az para todo k,

donde Ain V Amaz sOn el menor y mayor autovalor de A, respectivamente.
Por lo tanto, no existe ningin peligro de dividir por cero en el paso 1 del algoritmo (4).

Es importante notar que, en el método del gradiente espectral, la direccion de bisqueda en
cada iteracion es siempre el gradiente negativo de ¢ en xy, tal como sucede en el método de
minimo descenso. Sin embargo, la manera de escoger la longitud del paso es diferente. En efec-
to, en el caso cuadratico, el algoritmo (4) se transformara en el método clésico del gradiente
(método de Cauchy) si en lugar de escoger ayy1 como en (3.4), lo escogiésemos como

t

Gkt Agr

Q1 =~ -
Gk4+1"Gk+1

A pesar de la evidente semejanza entre estos dos algoritmos, el método del gradiente espectral
es mucho mas rapido que el método de minimo descenso al mismo costo computacional.
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3.4.3. Analisis de convergencia

Se establecera la convergencia del método del gradiente espectral para cuadraticas estric-
tamente convexas.

Definicién 12 Sila secuencia {xy} converge a x.; luego el vector error en la k-ésima iteracion
se define como e, = xp, — Xy

Definicién 13 Se dice que la secuencia {ey} converge a 0 con g-orden p si existe ¢ > 0 y
ko € N, tal que
lexnll < cllexll”s Yk = ko.

En particular, si p = 1 se dice que la convergencia es g-lineal, con 0 < ¢ < 1 y si ¢ = 2
entonces la convergencia es q-cuadrdtica.
Se dice también que {e} converge a 0 con g-orden p si existe {by} y ko € N, tal que

lexll < Jokll, Yk > ko y {br} converge a 0 con g-orden p.

Para cualquier error lineal ey existen constantes d°, d9, - -+ ,d° tal que
n
_ Z 0
€y = dz Vi,
i=1
donde {vy, vy, ,v,} son los autovectores ortonormales de A sociados con los autovalores
{A\1, A2, , A\n}, suponiendo lo siguiente:

O<)\mm:)\1 S)\2§ S/\n:)\max
Luego el error en k + 1 seria
Ck+1 = de“w
i=1
donde,
k
Y s — \s
A = (ST Ay g TS 20 g0,
= (Pl = T

Qg
Las propiedades de convergencia de la sucesion {e,} dependeran del comportamiento de
cada una de las sucesiones {d¥}, con 1 < i < n. En general, estas sucesiones no tienen
un comportamiento monétono. Sin embargo, el préximo lema muestra que la sucesién {d}}
asociada con \,,;, decrecera g-linealmente a cero.

Lema 17 la sucesion {d%} converge a cero g-linealmente a cero con factor de convergencia

c=1- ()\min/)\maz)-

Inductivamente, se obtiene el siguiente resultado:
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Lema 18 Si las sucesiones {d}},---,{di} todas convergen a cero para un entero fijo I,
1 <1 <n. Entonces,
lim inf |d}. 1| = 0.

Los dos lemas anteriores cuyas demostraciones se pueden obtener en [43] dan lugar al
proximo y ultimo resultado que establece la convergencia global del método del gradiente
espectral cuando se aplica a una funcional cuadratica cuya matriz Hessiana es PD.

Teorema 21 Sea q(x) una funcion cuadrdtica estrictamente convexa. Sea {x} la sucesion
generada por el método gradiente espectral y x, el unico minimizador de q. Entonces, o bien
x; = X, para algun j finito o la sucesion {xy} converge a .

Antes de cerrar esta seccién seria de mucho provecho mostrar el teorema que establece la
velocidad de convergencia del método de gradiente espectral; que aun en el caso cuadratico,
se empieza a entender muy recientemente. En particular, Barzilai y Borwein [3] establecen
convergencia R-superlineal si A solo posee dos autovalores distintos. Este es un resultado
atractivo, que ha sido extendido parcialmente al caso general. Por otro lado, también se
establece convergencia R-lineal del método en el caso cuadratico convexo.

3.4.4. Aplicaciones y extensiones

Es util enumerar una variedad de aplicaciones y extensiones para las cuales el método
del gradiente espectral ha mostrado ser efectivo. El método se ha utilizado en el problema
quimico de conformacién molecular, en el trazado de rayos sismicos y en la tomografia de
reflexion sismica, en la estimacién de constantes Opticas, en el problema de escalamiento
multidimensional que aparece en psicometria y en estadistica, y en la diferenciacién automética
de funciones. El método también se ha extendido al problema de minimizar funciones sobre
conjuntos convexos [6] y de esa manera se ha usado para resolver problemas de obstéculos, en
la ubicacion 6ptima de poliedros en el plano, y en la reconstruccién de imégenes mediante el
uso de integrales de linea. Ultimamente se ha extendido al problema general de programaciéon
no-lineal mediante técnicas Lagrangeanas ([36], [15]) y a la resolucién numérica de sistemas
no lineales, si es requerido obtener mas referencias sobre estas aplicaciones, se recomienda ver
43].



Capitulo 4

PROBLEMAS DE PUNTO DE
ENSILLADURA

En este capitulo, se presentaran distintos aspectos ligados a la resolucién de problemas de
puntos de ensilladura. Tomando como recurso el articulo de M. Benzi, G. Golub y J. Liesen
[5].

Desde hace algunos afios ha existido mucho interés en la resolucién numérica de grandes
sistemas lineales llamados puntos de ensilladura (Saddle Point Problems). Motivado a
numerosas aplicaciones, en las ramas técnicas y cientificas que conducen a este tipo de
problemas. Por ejemplo, para resolver los problemas de mecanica de fluido con la formulacién
de elementos finitos mixtos; en la formulacion de descomposicion de dominios y también para
los algoritmos interiores de optimizacion lineal y no lineal. Se hara énfasis especialmente en el
caso donde el sistema tiene una estructura particular por bloques:

(2% )(5)=(7) 1)

= B es una matriz m x n, Rango(B) = m, con m < n.

donde,

= A es una matriz n X n, simétrica semi positivo definida.

Este sistema proviene de condiciones de optimizacion de primer orden y de problemas de

programacion cuadratica:

min J(z) = %xTAx — ffa (4.2)

sujeto a Bxr =0

En este caso, la variable y de (4.1) representa el vector de multiplicadores de Lagrange. Toda
solucién (z;ys) de (4.1) es un punto de ensilladura para el lagrangeano

1
L(z,y) = §xTAfE — ffz+ (Bz)"y,

33
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de donde proviene el nombre de problemas de puntos de ensilladura dado por (4.1).
Si (24, ys) € R™™ es un punto de ensilladura, entonces verifica que

L(zy,y) < L(z4,ys) < L(z,y.) Ve € R", Yy € R™,
o de una manera equivalente,

min méx L(z,y) = L(z,,y.) = maxmin L(z, y).
T y y x

4.1. Principales aplicaciones para problemas de punto
de ensilladura

Los problemas de punto de ensilladura son de grandes escalas y se encuentran en muchas
areas de la ciencia y la ingenieria. En la siguiente lista se pueden observar algunos de los
campos en donde naturalmente aparecen:

= Dindmica de fluidos computacional.

= Limitada y ponderada estimacion de los minimos cuadrados.
= Optimizacion con restricciones.

= Economia.

= Circuitos y redes eléctricas.

= Electromagnetismo.

= Finanzas.

= Reconstruccién de imégenes.

= Registro de imagenes.

= Interpolacién de datos esparcidos.

= Elasticidad lineal.

= Generacién de mallas de gréficos por ordenador.

= Aproximacion por elemento finito de ecuaciones diferenciales elipticas.
= Modelo para la reduccién de los sistemas dinamicos.

= Control éptimo.

= Parametro para problemas de identificacion.

Véase [5] para obtener referencias de cada una de las aplicaciones listadas anteriormente.
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4.2. Propiedades de las matrices de punto de ensilladura

En esta seccién, se estableceran algunas propiedades del algebra lineal que poseen las
matrices de puntos de ensilladura
A BT
A=
B 0

4.2.1. Factorizacion por bloques del complemento de Schur

Si la matriz A es invertible, la matriz de punto de ensilladura A admite la factorizacién
triangular por bloques:

(5% ) (e )0 s) (07 )

donde S = —BA!BT es el complemento de Shur de A en A. Numerosas propiedades im-
portantes de la matriz de punto de ensilladura A son derivadas de (4.1).

También son utilizadas las siguientes factorizaciones:

(38
()= (e (0 %)

4.2.2. Condiciéon para la existencia de la inversa de la matriz de
punto de ensilladura

Sea A una matriz no singular. La matriz A es una matriz no singular si y solo si el com-
plemento de Schur S es también no singular. Desafortunadamente, en general, no se puede
decir mucho sobre la matriz del complemento de Schur S = —BA~'BT. Es por esto que son
necesarias algunas hipotesis sobre A y B.

Baésicamente se tienen dos casos:

El primero, es cuando la matriz A es simétrica positivo definida. En este caso la matriz
del complemento de Schur S = —BA™'BT es una matriz simétrica semi negativo definida.
Luego es evidente que S y A son matrices invertibles si, y solo si, la matriz B es de rango
completo (Rango(B) = m). En este caso la matriz de complemento de Schur S es simétri-
ca semi negativo definida y los problemas de punto de ensilladura (4.1) tienen solucién tnica z,.

También se puede mostrar que x, es la proyeccién A-ortogonal de la solucién z, = A~ f del
problema sin restricciones (4.2), sobre el espacio de restricciones ker B = {z € R" | Bz = 0}.
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Donde la proyeccién A-ortogonal esta definida mediante el producto interno (z,y) 4 = y* Az.
En el caso en que la matriz A no sea positivo definida, para que la matriz A sea invertible
es suficiente que A sea positivo definida sobre el ker B. De otra forma, si A es simétrica semi
positivo definida el siguiente Teorema es 1util.

Teorema 22 Si A es simétrica semi positivo definida y B de rango completo, luego una
condicion suficiente y necesaria para que la matriz A sea no singular es que ker ANker B = {0}.

El segundo, es el caso no simétrico, en este es mas dificil encontrar las condiciones suficientes
para que A sea invertible, en funcién del kernel de A y de B. El siguiente teorema establece las

condiciones suficientes para la existencia de una solucion tinica en funcién de la parte simétrica
de la matriz A dada por H = (A + AT).

Teorema 23 Si la parte simétrica de A, H = %(A + AT) es semi positivo definida y B es de
rango mdximo. Luego,

1. ker(H) Nker(B) = {0} = A es invertible.

2. N\ es invertible = ker(A) Nker(B) = {0}

Las demostraciones de los teoremas 22 y 23 se encuentran en [5].

4.2.3. Inversa de una matriz de punto de ensilladura

Sea, A una matriz no singular. Luego la matriz A es invertible si, y solo si, la matriz del
complemento de Schur S = —BA~'BT es también no singular. En este caso, se tiene la sigui-
ente expresion para la inversa de A

Ao (A BT\ (AT 4 ATBTSIBAT AT BTS
“\B o0 - —S71BA™ 51 ‘

La expresién para la solucién del problema (4.1) (z.,y.) seria:

2.\ ([ (I+A'BTSTIB)A-lf
() = (ARt

La matriz II = A~'BTS~!B es una matriz de proyeccién. En efecto,
« 112 =11
= Allz € (ker(B))*.

» v — Iz € ker(B).
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Luego II representa una proyeccién oblicua sobre la imagen de A~ BT y ortogonal al ker(B)=.
La primera componente del vector solucion x, se puede escribir como

e = (I =)z,

donde, x, = A™'f es la solucién del problema sin restricciones (4.2).

Como A es una matriz positivo definida, entonces la matriz I — II se convierte en la matriz
de proyeccién A-ortogonal sobre ker(B), En este caso A~! es también una matriz positivo
definida, y la segunda componente del vector solucién y, es la solucién del problema de minimos
cuadrados generalizados

If = B yllas = min | f — Bull 11,

Es posible dar una expresién para la inversa de A donde la matriz A no es necesariamente
invertible. Si denotamos Z € R™*(®~™) una matriz cuyas columnas forman una base ortonormal
de ker(B), si la parte simétrica H de A es semi positivo definida y si se denota ZTAZ, la cual
es una matriz invertible, luego siendo W = Z(ZT AZ)™'Z" se puede encontrar una expresién
para la inversa de A.

AT = ( 5 BE)T )_1 B ( (B+)T(‘]y— WA) —(BE;TEAW—A}SJA)W ) |

Donde la matriz BT = BT(BBT)™! es la pseudo inversa de B.

4.3. Meétodos clasicos para la resolucion de problemas
de punto de ensilladura

Los problemas de punto de ensilladura aparecen en todos los tamanos y con una amplia
variedad de estructuras y propiedades; en particular si la matriz es grande y sparse se re-
comienda buscar la soluciéon mediante métodos iterativos, directos o preferiblemente métodos
de optimizacion.

A menudo en la practica los problemas carecen de estructura y es por eso que muchos de
los algoritmos empleados para la resolucion de estos problemas, tratan de aprovechar cualquier
caracteristica para ganar eficacia. En muchos de los casos la estructura del problema sugiere
usar algoritmos con alto grado de paralelismo.

La siguiente lista muestra los métodos mas usuales:

= Reduccién del complemento de Shur:
La aproximacion de este método es atractiva en el caso de que la matriz A de A sea no
singular y de que el sistema de ecuaciones desplegado por este procedimiento sea lineal
y pequeno.
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= Métodos de espacio nulo:
Estos métodos tienen la ventaja de no requerir el calculo de A~! y a menudo son aplicables
cuando A es singular; su solucion solo es atractiva cuando n — m es un niimero pequeno
y dependen de la nulidad de la matriz B.

= Métodos Directos:
Estos métodos se basan ocasionalmente en la factorizacién triangular de A; solo sirven
el el caso de que el problema de punto de ensilladura sea simétrico.

= [teraciones estacionarias:
Los algoritmos con esquemas estacionarios se caracterizan por ser independientes y mas
que todo se usan como precondicionadores para los métodos del subespacio de Krylov.

= Métodos de subespacios de Krylov:
Estos se basan en obtener una base de Krylov para el subespacio generado por A y se
suelen aplicar luego de precondicionar el problema.

= Métodos de multinivel:
Son utilizados para la resoluciéon de problemas de punto de ensilladura provenientes de
ecuaciones diferenciales parciales; los mas comunes son el método de multigrid y el de
descomposicién de dominios.

= Métodos con A.O.P:
Son métodos iterativos, que utilizan proyecciones alternantes oblicuas para encontrar
direcciones de descenso, por lo general, se usan para la resolucion de problemas de
punto de ensilladura provenientes de la discretizaciéon de problemas de descomposicion
de dominios; como referencia esta el articulo de L.M. Herndndez [30].



Capitulo 5

METODO DE CIMMINO
ACELERADO PARA PROBLEMAS
DE PUNTO DE ENSILLADURA

Este capitulo, se fundamenta en las notas escritas por L. M. Herndndez [31]; en donde se
propone resolver problemas de punto de ensilladura con una versién acelerada del método de
Cimmino. El problema de punto de ensilladura es reescrito como un problema de proyecciones
alternantes y resuelto con una version espectral del método de Cimmino.

Se tiene interés en el sistema de ecuaciones lineales:
A BT x f
(50 )(2)=(3): 61
donde,

(H1) B € R™*" es una matriz con Rango(B) =m, m <mn,

(H2) A € R™™ es una matriz simétrica positivo definida.

Proposicién 1 Bajo las hipdtesis (H1, H2), el sistema (5.1) tiene solucidn unica (x, )T que
satisface:

(5.2)

f— Ax 1 ker B,
x € ker B.

Demostracién
Bajo las hipétesis (H1, H2) el sistema:

( o - ) ( ) ) = ( BAf—lf ) ’ (5:3)

es equivalente a (5.1) y BA™'B” es una matriz positivo definida consecuentemente el sistema
(5.1) tiene tinica solucién [30].

39



5.1 Resolucion de problemas de punto de ensilladura por el método de Cimmint®

Proposicién 2 Bajo las hipdtesis (H1, H2), en la solucion (x,\)T de (5.1), el vector x
corresponde a la proyeccion ortogonal de x, = A~'f sobre el Kernel de B, en el sentido
del producto escalar (-, -) 4.

Demostracién

De (5.1) es facil comprobar que la solucién z verifica f — Ax = BT\ | ker B.
Sea V' la variedad lineal definida por:

V=A{z|f— Az L ker B}.

Tomando en cuenta las hipétesis H1 y H2, la solucién (z, \)T de (5.1) es tal que x es el tinico
elemento en la interseccién de V' y el ker B,

{z} =V NkerB.

Sea x, = A7'f, el sistema (5.2) se transforma

(5.4)

v Yy € keer <A(xu_$)7y> :Oa
z € ker B.

Cuando A es una matriz simétrica positivo definida, la funcién {z,y} — (Ax,y) es un producto
escalar denotado por (-, )4 vy el sistema (5.1) es equivalente a

T, =A7Lf
x,—x LakerB (5.5)
x € ker B.

Eso significa que z es la proyeccién ortogonal de z, = A~!f sobre el Kernel de B, en el
sentido del producto escalar (-, -) 4. La notaciéon z, —x L 4 ker B significa que ((x,—z),y)a = 0,
Yy € ker B.

En este caso, se puede escribir la variedad lineal como V = {z,} + (ker B)*4 [30].

5.1. Resolucion de problemas de punto de ensilladura
por el método de Cimmino

Particionando B € R™*™ en r bloques de filas:
BT = [BfaBga anT]

Entonces,

ker B = ﬂker B;.
i=1
Consecuentemente de la proposicién (2), se tiene que la solucién z para el problema del
punto de ensilladura (5.1) es la proyeccién A-ortogonal de z, = A~!f sobre el subespacio
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ker B = N_, ker B;. Asi este problema se transforma en uno denominado Problema de Mejor
Aproximacién en el producto escalar (-,-)4 y puede ser resuelto por el método de Cimmino
10, 13]:

1 T

En esta seccion, el operador P, representa la proyeccion A-ortogonal sobre M; = ker B;.
Como el ker B; es también un subespacio, entonces se puede calcular la A-proyeccion de un
vector y € R™ sobre el ker B;, mediante Py obteniendo x de un problema de punto de

ensilladura més pequeno:
A BF z\ [ Ay
B, 0 A 0 )’

Donde este puede ser resuelto mediante técnicas explicadas en [30, 5, 40].

La principal ventaja del método de Cimmino es que altamente paralelizable.

Para este problema, cada A-proyeccion sobre el ker B; puede ser representada independiente-
mente para i = 1,--- 7. Sin embargo, es sabido que el método de Cimmino es lento [9]. Por
esta razon, se propone utilizar versiones aceleradas de este método.

5.2. Aceleracion del método de Cimmino

Sean M;, para ¢ = 1,--- ,r subespacios cerrados de un espacio de Hilbert H. Sea Py, la
proyeccion ortogonal sobre M;. Se considera la siguiente funcién a minimizar

ZH@"— ZH (I = Pa,)zl.

La funcion f es una cuadratica positiva. Esta funcién es frecuentemente llamada funcion de
aprozimacion [8]. Si existe un vector x € Ni_; M;, entoncesf(z) = 0 y = minimiza a f. El
gradiente de f es,

T

Vf(zr) = Zx — Py,x
i=1
y la Hessiana,

Es facil verificar que V2 f(x) es semi positivo definida. De hecho,
(z, V2 f( ZH;E—PM:UH2>O

adicionalmente (x, V2f(x)) = 0 si y solo si z € NI_, M;.
Tomando esto en cuenta, se pueden plantear métodos iterativos para resolver el problema de

minimizaciéon
min f(z Z ||z —
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Las soluciones de este problema son los € N}_, M;. La construcciéon para el método de minimo
descenso o del gradiente seria:

LTet1 = T — Oéka<$k) (51)

que para la funcién dada corresponde a la iteracién

T
Tpy1 = Tp — Qg E Ty — Pr g
=1

En el caso donde ay, = 1/r, esta iteracion es equivalente a,

r
1
Le+1 = ; E F)]\/[%l‘]C
=1

Luego se puede reescribir el método de Cimmino clésico como un método de gradiente de

paso constante
1
Tk41 = Tk — ;Vf(xk)a

Esto explica el por qué el método de Cimmino puede ser lento. Se propone, el uso de técnicas
de optimizacién mas eficientes para minimizar f(x) y asi acelerar el método de Cimmino. Por
ejemplo, acelerar el método de Cimmino utilizando el método de Barzilai-Borwein para la
minimizacién de f(x) [41]. En este trabajo se compara el método de Cimmino con la técnica
de optimizacién de Barzilai-Borwein y la de Cauchy [3, 22, 38, 44| para resolver problemas de
punto de ensilladura.

5.3. Cimmino-Cauchy y Cimmino-Barzilai-Borwein

Haciendo otras elecciones de ay en (5.1), podemos encontrar opciones mas rapidas que el
método clasico de Cimmino. Por ejemplo, se puede hacer una versién de Cimmino del método
de Cauchy tomando,

(g, Hgr)
donde,
gr = Vf(xy) = Zﬂﬁk — Py, xg,
i1
y

H=Vf(z)=> I- Py,
=1

Sin embargo, el método de Cauchy es conocido por presentar convergencia lenta; por lo tanto,
utilizando este gradiente, podemos crear una version Barzilai-Borwein del método de Cimmino
para su aceleraciéon. En esta version, el tamano del paso «; es calculado como
B (Sk—1,5k-1)
- 5\
(Sk—1,Yr—1)

donde, Sp_1 = T — Tp—1 Y Yk—1 = Gk — Gk—1-



Capitulo 6

EXPERIMENTACION NUMERICA

En este capitulo, se exponen resultados tras resolver problemas de punto de ensilladura de
dos clases.

Clase A.- El modelo mostrado en esta clase fue extraido del articulo de L. M. Herndndez
[30], a través de él se obtienen problemas de punto de ensilladura al discretizar mediante el
método de descomposicién de dominios ecuaciones de Poisson del tipo:

—Au = fen ()
{ u = 0sobre 02 (6.1)

Donde € es un dominio rectangular acotado en R2. Sea 02 la frontera de Q y f una funcién
dada.

El dominio 2 es subdividido en cuatro subdominios €2;, ¢ = 1,--- ,4, separados uno a uno
por una interfaz I'. Se definen matrices A;, i = 1,--- ,4 correspondientes a la discretizacién
de (6.1) en cada subdominio €2;. La matriz A del problema de punto de ensilladura estaria
definida como:

A 0 0 0
o 4 0 o0
A=1 0 0o 4 o

0 0 0 A

A es una matriz diagonal por bloques simétrica y positivo definida. La matriz B es obtenida
por las condiciones de acoplamiento sobre la interfaz I'. Se subdivide I' en subinterfaces I';;,
i, = 1---4, en este caso, la subinterfaz I';; separa los subdominios €2; y €2;; Asi la matriz B es
formada por la matriz B;; que representa las condiciones de la subinterfaz I';;. Cada entrada
B;; de B proviene de la discretizaciéon de la condicién de acoplamiento

VUZ' € V;,Uj € Vj,wij € VVij . / (UZ' — vj)wijd:x =0 (62)
Fij
donde,

= v; es la solucién local del subdominio 2; sobre I';;.

43
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w Vi = {v; € H'(£;);vilsn = 0} es el espacio donde la solucién local esté definida.

= w;; es una funcién de prueba en un subespacio propio W;; = H~Y2(T';;).

rlZ.

Figura 6.1: Descomposicion de Dominio §2

Asi, en la discretizacién, la matriz B;; expresa una condicién del tipo:
Vo, € Vil' vy € Vit wy; € Wit / (v; — v;)wijdr =0
i i 5 Yj j o Wij ij - i 3 ) Wiy .

Para los experimentos numéricos se ha escogido el siguiente espacio
Vit = [{q),(j) v ] el espacio generado por {CIDI(f) vy
donde,

= n; es el nimero de nodos en la interfaz I' proveniente del subdominio £2;

= Sea {x,(f )}Z’: 1 los nodos de la interfaz I" que corresponden al subdominio €2;.

Las funciones <I>,(€j), j=1,---.4;k=1,--- n estan definidas por
vl G) )
x(j)_i(jl) six € [z, xp]
(J')( ) Yoy ot
0} ) = z) —x . G &
g g stw € [a ay]
k+1 k
0 en otro caso

Para j =2,...,n; — 1,

. (4 .9
@gj)(x) — m S1x € [xlj 7‘1'2J ]
0 en otro caso
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D0 1

X0 X0 X0 X0 X, X, 0 X0

Figura 6.2: Funcién ®;).

y
)
T %051 . ©) ()
J
©) _ T StTE [z, 1, 20 ]
<I>nj ({L’) = xnjj —acnjj_l J J
0 en otro caso

Para VVZ}]” se escoge el espacio que tiene la dimensién més pequeiia entre V" y th, estando
los nodos distribuidos uniformemente en la iterfaz de cada subdominio.

Clase B.- Problemas de punto de ensilladura provenientes de la discretizacién de proble-
mas de Stokes Generalizado del tipo:

ati —vAu+Vp = f, en Q C R
div u = 0, en (6.3)
U = 1y, sobre 0f2.

El procedimiento que muestra la discretizacion de (6.3) se encuentra de manera explicita
en el articulo de J. P. Chehab [11].

6.1. Resultados

En esta seccion se presenta y compara el rendimiento de los siguientes métodos:

s Cimmino

= Cimmino-Cauchy
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s Cimmino-Barzilai-Borwein.

Tras resolver con ellos problemas de punto de ensilladura de diversas dimensiones de la
clase A y B.

Por cada problema, se particionara la matriz B por bloques con el objetivo de deducir si
la velocidad de convergencia de los métodos depende o no de dicha particién.

El Tiempo/N° de bloques; es un calculo que se incluye por experimento con la finalidad
de ayudar a dar una vision de la rédpidez del método, si se utiliza un procesador por bloque
simultaneamente para la resolucién de un problema.

Todos los experimentos fueron realizados con un procesador Intel Dual-Core de 3.00 GHz,
usando MATLAB 7.
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Problema 1.
B € Maxi60-
A € Migox160-

Clase A

error

C-Barzilai
C-Cauchy
Cimmino

10 1 1 1 1
0 200 400 600 800 1000
iteraciones
Figura 6.3: Particién de B: fila a fila.

Método Iteraciones | Tiempo | Tiempo/N° de bloques
Cimmino Espectral 346 0,7800 0,039
Cimmino Cauchy 1> 1000 |t > 4,3056 ~ 0,21528
Cimmino 1> 1000 |t > 21372 ~ 0,1068
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10 T T T T
C-Barzilai
C-Cauchy
Cimmino
10°

error

10_ | | | |
0 200 400 600 800 1000
iteraciones

Figura 6.4: Particiéon de B: 5 bloques de 4 filas cada uno.

Método Iteraciones Tiempo Tiempo/N° de bloques
Cimmino Espectral 85 4,9296 0,9859
Cimmino Cauchy 403 42,8067 8,5613
Cimmino 1> 1000 |t > 64,0696 ~ 12,8139
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error

C-Barzilai
C-Cauchy
Cimmino | |

200

400
iteraciones

600

800 1000

Figura 6.5: Particiéon de B: 4 bloques de 5 filas cada uno.

Método Iteraciones Tiempo Tiempo/N° de bloques
Cimmino Espectral 104 5,6004 1,4001
Cimmino Cauchy 293 28,4702 7,1175
Cimmino 1> 1000 |t > 60,2320 ~ 15,05
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error

C-Barzilai
C-Cauchy
Cimmino | |

50

100 150 200

iteraciones

250 300 350 400 450

Figura 6.6: Particién de B: 2 bloques de 10 filas cada uno.

Método Iteraciones | Tiempo | Tiempo/N° de bloques
Cimmino Espectral 63 3,0576 1,5588
Cimmino Cauchy 112 8,6113 4,3056
Cimmino 438 17,4409 8,7204
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10 T T T T
C-Barzilai
0 x C-Cauchy
10 O Cimmino |7
10"
10"
5
G
10°
10°
10-107
10_12 1 1 1 1
1 1.2 1.4 16 18 2
iteraciones
Figura 6.7: Particién de B: 1 bloque de 20 filas.
Método Iteraciones | Tiempo | Tiempo/N° de bloques
Cimmino Espectral 2 0,1716 0.1716
Cimmino Cauchy 1 0,1092 0.1092
Cimmino 1 0,0624 0.0624




6.1 Resultados

Comportamiento de Cimmino-Barzilai segun la particion de B

102 T T T T T T
—— 20 blogues de 1 fila
— 5hloques de 4 filas
10° —— 4 bloques de 5filas | |
2 blogues de 10 filas
— 1 bloque de 20 filas
10"
S g |
(0]
10°
10°
10_10 1 1 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250 300 350
iteraciones
Particion de B Iteraciones | Tiempo | Tiempo/N° de bloques
20 bloques del fila 346 0,7800 0,039
5 bloques de 4 filas 85 4,9296 0,9859
4 bloques de 5 filas 104 5,6004 1,4001
2 bloques de 10 filas 63 3,0576 1,5588
1 bloque de 20 filas 2 0,1716 0,1716
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Problema 2.

B € Myoxe40-
A € Meaoxe40-

10

10"

ZKV

10°

error

C-Barzilai
C-Cauchy
Cimmino

107t
10°F
10_8 1 1 1 1
0 200 400 600 800 1000
iteraciones
Figura 6.8: Particién de B: fila a fila.

Método Iteraciones Tiempo Tiempo/N° de bloques
Cimmino Espectral 450 3,2916 0,08229
Cimmino Cauchy 1> 1000 |t > 14,0089 ~ (0,35022
Cimmino 1> 1000 | t > 7,1448 ~ 0,1786
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10 T T T T
C-Barzilai
C-Cauchy
100 Cimmino | |

error

10 Il Il Il Il
0 200 400 600 800 1000

iteraciones

Figura 6.9: Particiéon de B: 8 bloques de 5 filas cada uno.

Método Iteraciones Tiempo Tiempo/N° de bloques
Cimmino Espectral 127 49,1091 6,1386
Cimmino Cauchy 821 479,0479 59,88098
Cimmino 1> 1000 |t > 341,2678 ~ 42,6584
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10 T T T T
C-Barzilai
C-Cauchy
100 Cimmino | |

error

10 Il Il Il Il
0 200 400 600 800 1000

iteraciones

Figura 6.10: Particién de B: 5 bloques de 8 filas cada uno.

Método Iteraciones Tiempo Tiempo/N° de bloques
Cimmino Espectral 86 24,6482 4,9296
Cimmino Cauchy 410 183,3636 36,6727
Cimmino 1> 1000 |t > 2928295 ~ 58,5659
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error
=
o

C-Barzilai
C-Cauchy
Cimmino | |

100

200

300

iteraciones

400 500

Figura 6.11: Particién de B: 2 bloques de 20 filas cada uno.

Método Iteraciones | Tiempo | Tiempo/N° de bloques
Cimmino Espectral 94 17,6749 8,8394
Cimmino Cauchy 202 56,0200 28,01
Cimmino 455 68,6872 34,3436
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10

10

10

_47

10

error

C-Barzilai
x C-Cauchy
O Cimmino |7

12

14

1.6

iteraciones

Figura 6.12: Particién de B: 1 Bloque de 40 filas.

Método Iteraciones | Tiempo | Tiempo/N° de bloques
Cimmino Espectral 2 0,6552 0,6552
Cimmino Cauchy 1 0,4212 0,4212
Cimmino 1 0,2028 0,2028
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Comportamiento de Cimmino-Barzilai segdn la particion de B

10° —
40 bloques de 1 fila
. — 8 hlogues de 5 filas
10 —— 5bloques de 8 filas |
2 blogues de 20 filas
" — Lbloque de 40 filas
10 ]
10"
°
(0]
10°
10°
10-10 |
B o T
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450
iteraciones
Particion de B Iteraciones | Tiempo | Tiempo/N° de bloques
40 bloques del fila 450 3,2916 0,08229
8 bloques de 5 filas 127 49,1091 6,1386
5 bloques de 8 filas 86 24,6482 4,9296
2 bloques de 20 filas 94 17,6749 8,8394
1 bloque de 40 filas 2 0,6552 0,6552
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Problema 1.
B € Mygyxsa.
A € Mgyxsa.

Clase B

error

C-Barzilai
C-Cauchy
Cimmino

10 1 1 1 1
0 200 400 600 800 1000
iteraciones
Figura 6.13: Particiéon de B: fila a fila.

Método Iteraciones | Tiempo | Tiempo/N° de bloques
Cimmino Espectral 118 0,6240 0,013
Cimmino Cauchy 1> 1000 |t > 9,5005 ~ 0,1979
Cimmino 1> 1000 |t > 4,6956 ~ 0,097
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10 T T T T

C-Barzilai
C-Cauchy
Cimmino

error

10_ | | | |
0 200 400 600 800 1000
iteraciones

Figura 6.14: Particiéon de B: 4 bloques de 12 filas cada uno.

Método Iteraciones Tiempo Tiempo/N° de bloques
Cimmino Espectral 99 4,9140 1,2285
Cimmino Cauchy 705 56,3476 14,0869
Cimmino 1> 1000 |t > 55,3492 ~ 13,8373
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10 T T T T

C-Barzilai
C-Cauchy
Cimmino

error

10_ | | | |
0 200 400 600 800 1000
iteraciones

Figura 6.15: Particién de B: 3 bloques de 16 filas cada uno.

Método Iteraciones Tiempo Tiempo/N° de bloques
Cimmino Espectral 84 3,5568 1,1856
Cimmino Cauchy 561 38,1110 12,7036
Cimmino 1> 1000 |t > 42,3075 ~ 14,1025
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error

C-Barzilai
C-Cauchy
Cimmino | |

100

200 300

400 500

iteraciones

600 700 800

Figura 6.16: Particién de B: 2 bloques de 24 filas cada uno.

Método Iteraciones | Tiempo | Tiempo/N° de bloques
Cimmino Espectral 46 1,8876 0,9438
Cimmino Cauchy 319 19,0009 9,5
Cimmino 754 21,3877 10,6938
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10 T T T T
C-Barzilai
0 x C-Cauchy
100 O Cimmino |
107} :
10" :
5
o
10° .
10° :
10—10Zj J
10_12 1 1 1 1
1 1.2 1.4 16 18 2
iteraciones
Figura 6.17: Particién de B: 1 bloque de 48 filas.
Método Iteraciones | Tiempo | Tiempo/N° de bloques
Cimmino Espectral 2 0,1248 0,1248
Cimmino Cauchy 1 0,1092 0,1092
Cimmino 1 0,0624 0,0624
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Comportamiento de Cimmino-Barzilai segun la particion de B

10° : : : ; ;
48 bloques de 1 fila
X& — 4 blogues de 12 filas
0 | —— 3 bloques de 16 filas| |
10§ {/\\; 2 blogues de 24 filas
— 1 bloque de 48 filas
ALY
10"
S 15 |
(0]
10°
10°
10_10 ‘ 1 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100 120
iteraciones
Particion de B Iteraciones | Tiempo | Tiempo/N° de bloques
48 bloques del fila 118 0,6240 0,013
4 bloques de 12 filas 99 4,9140 1,2285
3 bloques de 16 filas 84 3,5568 1,1856
2 bloques de 24 filas 46 1,8876 0,9438
1 bloque de 48 filas 2 0,1248 0,1248
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Problema 2.
B € Mgyxi44.
A € Migsxia4.

10 T T T T

C-Barzilai
C-Cauchy
Cimmino

error

0 200 400 600 800 1000

iteraciones
Figura 6.18: Particiéon de B: fila a fila.

Método Iteraciones Tiempo Tiempo/N° de bloques
Cimmino Espectral 206 1,9500 0,02437
Cimmino Cauchy 1> 1000 |t > 18,1273 ~ (0,2265
Cimmino 1> 1000 | t > 9,0949 ~ 0,1136




6.1 Resultados

10 T T T T
C-Barzilai
C-Cauchy
u Cimmino
10°
1072k \
S
o
107}
10°F
10_8 | | | |
0 200 400 600 800 1000

iteraciones

Figura 6.19: Particién de B: 4 bloques de 20 filas cada uno.

Método Iteraciones Tiempo Tiempo/N° de bloques
Cimmino Espectral 84 7,7376 1,9344
Cimmino Cauchy ¢ > 1000 |t > 139,9329 ~ 34,9832
Cimmino 1 > 1000 t > 97,7346 ~~ 24,4336
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error

C-Barzilai
C-Cauchy
Cimmino

200 400

600

iteraciones

800 1000

Figura 6.20: Particién de B: 2 bloque de 40 filas.

Método Iteraciones | Tiempo | Tiempo/N° de bloques
Cimmino Espectral 86 6,2712 3,1356
Cimmino Cauchy 459 50,1387 25,0693
Cimmino ¢ > 1000 | 55,7860 27,893
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10 T T T T
C-Barzilai
x C-Cauchy
10° O  Cimmino ||
10°
S g |
(0]
10°
10°
10_10‘2 1 1 1 1
1 1.2 1.4 16 18 2
iteraciones
Figura 6.21: Particién de B: 1 bloque de 80 filas.
Método Iteraciones | Tiempo | Tiempo/N° de bloques
Cimmino Espectral 2 0,2808 0,2808
Cimmino Cauchy 1 0,1716 0,1716
Cimmino 1 0,0780 0,0780
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Comportamiento de Cimmino-Barzilai segun la particion de B

10° : : : ;
80 bloques de 1 fila
— 4 bloques de 20 filas
10° —— 2 blogues de 40 filas| |
1 bloque de 80 filas
10° .
S g | .
(0]
10° :
10° | ]
10_10 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250
iteraciones
Particiéon de B Iteraciones | Tiempo | Tiempo/N° de bloques
80 bloques del fila 206 1,9500 0,02437
4 bloques de 20 filas 84 7,7376 1,9344
2 bloques de 40 filas 86 6,2712 3,1356
1 bloque de 80 filas 2 0,2808 0,2808

6.2. Comparacién de los métodos

En las graficas se observa que la velocidad de convergencia del método de Cimmino-Barzilai-
Borwein “C-Barzilai”, se destaca ante los otros métodos.

Los experimentos muestran que las particiones uniformes de la matriz B, disminuyen el
nimero de iteraciones de los métodos.
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Observaciones:

s Al particionar B fila a fila, Cimmino-Barzilai-Borwein se ejecuta en el menor tiempo,
pero, con mas iteraciones; de igual forma, esta es la opcién mas tentadora de utilizar el
algoritmo. Otras particiones de B disminuyen el niimero de iteraciones, pero, aumentan
el tiempo de ejecucion; hecho que se puede solventar realizando una version acelerada
del algoritmo.

= El algoritmo de Cimmino-Cauchy obtiene mejor tiempo de ejecucion para la particién
de B fila a fila, pero, presenta una convergencia muy lenta; a menudo, es buena opcién
utilizar este método particionando a B en dos bloques, de esta manera converge con mas
rapidez y con un tiempo considerable.



Conclusiones

Tras el andlisis de los experimentos se puede presentar el siguiente conjunto de conclusiones:

= Es posible acelerar el método de Cimmino mediante estrategias de optimizacién con
muy buenos resultados experimentales. Segin los resultados, la aceleraciéon con mejor
desempeno fue la espectral.

= Los problemas de punto de ensilladura pueden ser vistos como problemas de mejor
aproximacién y el método de Cimmino puede ser utilizado para su resoluciéon sobre
arquitecturas paralelas.

= El método de Cimmino-Cauchy acelera el método de Cimmino, sin embargo, se ve
superado por Cimmino Espectral tanto en su tiempo de ejecucion como en su ntimero
de iteraciones.

Para dar continuidad a esta investigacion se recomienda:
= Realizar experimentos con este método empleando procesadores paralelos.

s Acelerar el método de Cimmino mediante el método de gradientes conjugados.
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